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Zusammenfassung
Wie vielfach in der Modellbildung vernachla¨ssigt, besteht die Biomasse aus einzelnen
Zellen, die in ihrer Masse zunehmen und sich anschließend bei Erreichen einer bestimm-
ten Gro¨ße teilen. Dieser Vorgang wird als Zellzyklus bezeichnet. Die Untersuchungen
bescha¨ftigen sich mit dem Wachstumsverhalten von Mikroorganismen in Ru¨hrkesselre-
aktoren in kontinuierlicher Betriebsweise. Die einzelnen Zellen neigen hier unter gewis-
sen Umgebungsbedingungen dazu, ihren Zellzyklus zu synchronisieren. Dieser als syn-
chrone Kultur bezeichnete Wachstumszustand erlaubt es, die Wachstumseigenschaften in
Abha¨ngigkeit vom Zellzyklus zu beobachten. Dabei werden die tatsa¨chlichen metabolen
Stoﬀwechselpfade sichtbar. Zur mathematischen Beschreibung derartiger Prozesse du¨rfen
weder die Zellzyklus- noch die Populationsstruktur vernachla¨ssigt werden.
Im stationa¨ren Zustand ist es mit Hilfe der Zellbilanz mo¨glich, einen linearen Zusammen-
hang zwischen der Generationszeit und der mittleren Verdopplungszeit anzugeben. Dabei
wird angenommen, daß die Generationszeiten der Zellen ganzzahligen Vielfachen der Pe-
riodenla¨nge entsprechen, um die Zellbilanz im stationa¨ren Fall zu erfu¨llen. Abha¨ngig vom
Verha¨ltnis der Generationszeiten der einzelnen Zellklassen — dem Wachstumsmodus der
Kultur — ergibt sich fu¨r eine feste Verdopplungszeit eine bestimmte Periodenla¨nge.
Ziel des Projektes ist es, die Gu¨ltigkeit dieser Wachstumsmodi durch Experimente und
dynamische Simulationen zu pru¨fen. Die hierzu notwendigen Experimente wurden am In-
stitut fu¨r Mikrobiologie der Universita¨t Hannover durchgefu¨hrt. Diese Arbeit bescha¨ftigt
sich mit der Implementierung und Anwendung eines dynamischen Modells, das sowohl ein
Zellzyklus- als auch ein genealogisches Populationsmodell entha¨lt. Die Klasseneinteilung
nach Alter und Herkunft geht hierbei u¨ber die Unterscheidung von einer Mutter- und
einer Tochterzellklasse hinaus. Der Lo¨sung der partiellen Diﬀerentialgleichungen geht ein
Vergleich mehrerer numerischer Verfahren voraus. Besondere Beachtung ﬁndet dabei ein
explizit einzustellender Diﬀusionsterm. Die Diﬀusion ist ein Eﬀekt, der der Synchronisa-
tion entgegenwirkt, die aufgrund stark unterschiedlicher Wachstumsraten im Verlauf des
Zellzyklus entsteht. Die Zellen legen in einer ersten Phase Speicherstoﬀe an, die zum Ab-
schluß des Zellzyklus aktiviert werden. Hierdurch ist es den Zellen mo¨glich, den Zellzyklus
weitgehend unabha¨ngig von den Umgebungsbedingungen zu beenden.
Die Simulationsergebnisse besta¨tigen die mit Hilfe der Zellbilanz gewonnenen Eigenschaf-
ten. Die Periodenla¨nge a¨ndert sich in Abha¨ngigkeit von der Verdu¨nnungsrate und dem
Wachstumsmodus. Andere Parameter haben keinen Einﬂuß, solange sie nicht infolge
einer Verschiebung der Konkurrenzsituation zwischen den Zellklassen zu einem neuen
Wachstumsmodus fu¨hren. Die Ergebnisse zeigen, daß die nach der Zellbilanz gu¨ltige Pe-
riodenla¨nge eine gute Approximation darstellt. U¨ber die Eigenschaften des vereinfachten
Modells hinaus ist das dynamische Modell in der Lage, auch die Initiierung der synchronen
Kultur sowie den Moduswechsel zu beschreiben.
Schlagworte: Bioverfahrenstechnik, Zellzyklus- und Populationsmodell, diskrete Wachs-
tumsmodi
Abstract
As often being neglected in the model, the biomass consists of single cells. During the cell
cycle the cell mass increases and when reaching a certain size the cells divide and start a
new cell cycle. The investigation deals with the growth of microorganisms in stirred tank
reactors in continuous culture. Here under certain conditions the cells tend to synchronize
their cell cycle — the so called synchronous culture. If the cells are in the same phase of
the cell cycle, it is possible to observe the real internal metabolic ﬂux of the cells instead
of only mean values. In order to consider these eﬀects it is necessary to include the cell
cycle state and the genealogical age of the cells.
In the stationary state the cell balance can be used to derive a linear relation between
the generation time and mean doubling time. This relation is based on the assumption
of integer ratios between the generation time and the observed period length. For each
ratio between the generation times of the cell classes — the mode of the growth — there
exists exact one period length.
The aim of the project is to examine the applicability of the modes of growth to the syn-
chronous experiments using a dynamic model. The experiments were performed at the
institute of microbiology at the University of Hannover. This work presents an implemen-
tation of a dynamic model for cell cycle and genealogical cell classes not being restricted
to daughter and parent cell class. Solving the partial diﬀerential equations several nu-
merical methods are considered. Here the diﬀusion receives special attention. Through
diﬀusive eﬀects the synchronization of the cells is softened. The synchronization is caused
by diﬀerent growth rates in the phases of the cell cycle: in the ﬁrst phase the cells store
carbohydrates that are consumed with the initiation of the budding phase. Herewith the
cells are able to complete their cell cycle independent of the available amount of substrate.
The simulation results with the dynamic model validate the relations derived by the cell
balance. The period length is found to be dependent of the dilution rate and the mode
of growth. Other parameters do not have an inﬂuence as long as they don’t eﬀect the
competition of the cell classes about the substrate. Major inﬂuences here will lead to a
new mode of growth. The results show that the predicted period length is an acceptable
approximation in most cases. Furthermore the ability of the dynamic model is shown
to simulate the initiation of the synchronous culture and the changing of the mode of
growth.
Keywords: Biochemical engineering, cell cycle and population model, discrete modes of
growth
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Symbole
Symbole, die nur innerhalb eines Kontextes gelten, sind im Symbolverzeichnis nicht auf-
gefu¨hrt. Matrizen sind durch ein fettes Schriftbild gekennzeichnet (z.B. A).
Formelzeichen
α Drekrement der Oszillation α = e−DTP [-]
λ Verlustterm [ h−1]
µ Speziﬁsche Wachstumsrate [h−1]
σ Diﬀusionskoeﬃzient
0 Nullmatrix
A Genealogische Matrix
ai,j Koeﬃzienten der genealogischen Matrix [-]
a Zyklusalter [h]
aT Generationszeit [ h]
aT,i Generationzeit der Klasse i (siehe Indizierung der Klassen des Popu-
lationsmodells) [h]
ci Konzentration des Stoﬀes i (siehe Indizierung der Reaktionen des
Stoﬀwechselnetzes)
D Verdu¨nnungsrate [ h−1]
e Fehler
ea Amplitudenfehler
ec Bilanzfehler der normierten Zellbilanz
ef Verteilungsfehler
em Bilanzfehler Zellmasse
ep Phasenfehler
ez Bilanzfehler Zellzahl
Fi Relativer Anteil der Zellen der Klasse i an der gesamten Population
Fi = Ni/N (siehe Indizierung der Klassen des Populationsmodells) [-]
Fi,y Relativer Anteil der Zellen in der Phase y und der Klasse i (siehe
Indizierung der Klassen des Populationsmodells)
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Fi,BI Relativer Anteil der sprossenden Zellen der Klasse i an der gesam-
ten Population Fi,BI = Ni,bud/N (siehe Indizierung der Klassen des
Populationsmodells) [-]
g Maximal im Modell beru¨cksichtigtes genealogisches Alter
I Einheitsmatrix
Ii, Jj Moduszahlen fu¨r Mutter- und Tochterzellklassen (siehe Indizierung
der Klassen des Populationsmodells)
IJ Modus des Zwei-Klassen-Modell
I1J0J1 Modus des Drei-Klassen-Modell (g=1)
Ki Sa¨ttigungskonstante einer Reaktion i (siehe Indizierung der Reaktio-
nen des Stoﬀwechselnetzes) [ g l−1]
m,mi Masse einer einzelnen Zelle, Masse einer Zelle der Klasse i (siehe In-
dizierung der Klassen des Populationsmodells) [ ·10−12g]
m0, m1 Masse der Zelle zu Beginn, zum Ende des Zyklus [ ·10−12g]
m0,i Masse zu Beginn des Zyklus der Klasse i (siehe Indizierung der Klas-
sen des Populationsmodells) [ ·10−12g]
M,M0 Konzentration der Biomasse [ g l
−1]
na Zelldichte bezu¨glich des Zyklusalters, na = dN/da [ h
−1]
na,i, na,0,i Zelldichte einer Klasse i (siehe Indizierung der Klassen des Populati-
onsmodells) [h−1]
np Zelldichte bezu¨glich der normierten Zyklusvariablen np = dN/dp [-]
nt, nt,0 Zelldichte nt = dN/dt [ h
−1]
N Menge der natu¨rlichen Zahlen
N Anzahl der Stu¨tzstellen der Diskretisierung des Zellzyklus
N,N0 Zellzahl, wertkontinuierlich mit N
∗ = N
N∗ Zellzahl, wertdiskret mit N ∈ N [-]
N,Ni Zellzahl, Zellzahl einer Klasse i, Zellzahl Teilpopulation in der Klasse
i und der Phase y (siehe Indizierung der Klassen des Populationsmo-
dells)
Ni,y Zellzahl in einer Phase y und der Klasse i (siehe Indizierung der Klas-
sen des Populationsmodells)
Ni,bud Zahl der sprossenden Zellen einer Klasse i (siehe Indizierung der Klas-
sen des Populationsmodells)
Na, Np Zellzahl im Intervall [0,a] bzw [0,p] des Zellzyklus
p Normierte Zellzyklusvariable p ∈ [0, 1] [-]
ri Speziﬁsche Stoﬀwechselrate einer Reaktion i (siehe Indizierung der
Reaktionen des Stoﬀwechselnetzes) [mol g−1h−1]
ri,max Maximale speziﬁsche Stoﬀwechselrate einer Reaktion i (siehe Indizie-
rung der Reaktionen des Stoﬀwechselnetzes) [mol g−1h−1]
R Menge der reellen Zahlen
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Ri Stoﬀwechselrate einer Reaktion i (siehe Indizierung der Reaktionen
des Stoﬀwechselnetzes) [mol l−1h−1]
qp Zykluswachstumsgeschwindigkeit qp = dp/dt [ h
−1]
qa Zykluswachstumsgeschwindigkeit qa = da/dt [-]
qm Zykluswachstumsgeschwindigkeit qm = dm/dt [ ·10−12g h−1]
t Prozeßzeit [ h]
t0, t0,i Sprossungszeitpunkt [ h]
TB La¨nge der Doppelzellphase [h]
TD Mittlere Verdopplungszeit [h]
TP Periodenla¨nge der stationa¨ren Oszillation [h]
u, u0 Flußdichte u = q n [ h
−1]
U Vektor der Flu¨sse in den Zellklassen
V, Vi Volumen einer Zelle, Volumen einer Zelle der Klasse i (siehe Indizie-
rung der Klassen des Populationsmodells) [µm3]
Vr, Vr,i Normiertes Volumen, normiertes Volumen der Zellen einer Klasse i
(siehe Indizierung der Klassen des Populationsmodells) [-]
Indizes der Klassen des Populationsmodells
Pi,Dj Indizes fu¨r Mutter- und Tochterzellklassen des Mehr-Klassen-Modells
i ∈ {1, . . . , g}; j ∈ {0, . . . , g}
P0 Index fu¨r Summe aller Tochterklassen
P,D Indizes fu¨r Mutter- und Tochterzellklasse des Zwei-Klassen-Modells
P1, D0, D1 Indizes fu¨r Mutter- und Tochterzellklassen des Drei-Klassen-Modells
Indizes der Reaktionen des Stoﬀwechselnetzwerkes
adh, pdc Reaktionen zur Ethanolproduktion
ala, arg, asn, asp Reaktionen zur Synthese der Aminosa¨uren
cys, glu, gln, gly
his, ile, leu, lys,
met, phe, pro, ser
thr, trp, tyr, val
ATP,CTP,GTP, Reaktionen zur Synthese der Nucleotide
UTP
C,CO2 Kohlendioxid
ch Reaktion zur Synthese von Speicherstoﬀen
E, etoh Ethanol
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eno, hex, pgk, pk, Reaktionen der Glykolyse
tp, tpi
G, gluc Glucose
g6d, tal Reaktionen des Pentose-Phosphat-Wegs
glp, lau, pal, ole Reaktionen zur Synthese der Lipidbestandteile
idh,mdh, pca, pdh Reaktionen des Tricarbon-Sa¨ure-Zyklus (TCC)
mATP ATP-Bedarf fu¨r den Erhaltungsstoﬀwechsel
mNADP NADP-Bedarf fu¨r den Erhaltungsstoﬀwechsel
mNAD NAD-Bedarf fu¨r den Erhaltungsstoﬀwechsel
nad Phosphorylierung von NAD zu NADP
O,O2 Sauerstoﬀ
P Produkt
prot Proteinsynthese
S Substrat
T Trehalose
thp Reaktion zur Trehaloseaufnahme
X Biomasse (rX = µ)
Y E Hefeextrakt
Ertragskoeﬃzienten des Stoﬀwechselnetzwerkes
KBi Precursorbedarf zur Synthese der Biomasse (Reaktion rX = µ)
KB1 Glucose-Bedarf zur Synthese der Biomasse (Reaktion rX = µ)
KB3 AcCoA-Bedarf zur Synthese der Biomasse (Reaktion rX = µ)
N ATP-Bedarf bei der Phosphorylierung von NAD zu NADP (Reaktion
rnad)
Nprot ATP-Bedarf zur Synthese der Proteine (Reaktion rprot)
PO Phosphorylierungsverha¨ltnis, ATP-Ertrag der Atmungskette (Reakti-
on ro2)
1
YATP
ATP-Bedarf zur Synthese der Biomasse
Yijk Ertragskoeﬃzient Produkt i / Substrat j, Stoﬀwechselweg k
YCGO Ertragskoeﬃzient CO2 / Glucose, oxidativer Stoﬀwechsel
YOG(O) Ertragskoeﬃzient O2 / Glucose, oxidativer Stoﬀwechsel
YXGO Ertragskoeﬃzient Biomasse / Glucose, oxidativer Stoﬀwechsel
Abku¨rzungen
3PG 3-P-Glycerat, Metabolit der Glykolyse
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AcCoA Acetyl-CoA, Metabolit des TCC
adh Alkohol-Dehydrogenase, Enzym
ADP Adenosindiphosphat, Nukleotid
aKG α-Ketoglutarat, Metabolit des TCC
ala Alanin, Aminosa¨ure
arg Arginin, Aminosa¨ure
asn Asparagin, Aminosa¨ure
asp Asparaginsa¨ure, Aminosa¨ure
ATP Adenosintriphosphat, Nukleotid, Energiequantum
C Kohlenstoﬀ
13C Kohlenstoﬀ Isotop
ch Polysaccharide, Bausteine der Biosynthese
Ch Charakteristiken Methode
CO2 Kohlenstoﬀdioxid
CTP Cytidintriphosphat, Nukleotid
cys Cystein, Aminosa¨ure
DNA Desoxyribonucleinsa¨ure, Tra¨ger der genetischen Information
E4P Erythrose-4-P, Metabolit des Pentosephosphat-Weg
eno Enolase, Enzym der Glykolyse
FD Finite Diﬀerenzen Methode
FV Finite Volumen Methode
G0-, G1-, G2-Phase Bezeichnung der Phasen des Zellzyklus: G Gap
g6d Glucose-6-phosphat-Dehydrogenase, Enzym des
Pentosephosphat-Weg
DHAP Dihydroxyacetonphosphat
G6P Glucose-6-P, Metabolit der Glykolyse
glu Glutaminsa¨ure, Aminosa¨ure
gln Glutamin, Aminosa¨ure
glp Glycerol P, Lipidbestandteil
gly Glycin, Aminosa¨ure
GTP Guanosintriphosphat, Nukleotid
H Wasserstoﬀ
H2 Wasserstoﬀ Moleku¨l
H2O Wasser
hex Hexokinase, Enzym der Glykolyse
his Histidin, Aminosa¨ure
idh Isocitrat-Dehrydrogenase, Enzym des TCC
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ile Isoleucin, Aminosa¨ure
lau Laurinsa¨ure, Lipidbestandteil
leu Leucin, Aminosa¨ure
lys Lysin, Aminosa¨ure
M-Phase Bezeichnung der Phasen des Zellzyklus: M Mitose
mdh Malat-Dehydrogenase, Enzym des TCC
met Methionin, Aminosa¨ure
N Stickstoﬀ
NAD, NADH Nicotinamid-adenin-dinucleotid, Redoxsystem
NAPD, NADPH Nicotinamid-adenin-dinucleotid-phosphat, Redoxsystem
NH3 Ammonium
NMR Magnetische Resonanz (Nuclear magnetic resonance)
O Sauerstoﬀ
O2 Sauerstoﬀ Moleku¨l
ole O¨lsa¨ure, Lipidbestandteil
OAA Oxalacetat, Metabolit des TCC
P Phosphor
pal Palmitinsa¨ure, Lipidbestandteil
pca Pyruvat-Carboxylase, Enzym
pdc Pyruvat-Decarboxylase, Enzym
pdh Pyruvat-Dehydrogenase, Enzym
PEP Phosphoenolpyruvat, Metabolit der Glykolyse
pfk Phosphofructokinase, Enzym der Glykolyse
pgi Glucosephosphat-Isomerase, Enzym der Glykolyse
pgk Phosphoglycerat-Kinase, Enzym der Glykolyse
pH-Wert Negativer dekadischer Logarithmus der H+-Ionenkonzentration
phe Phenylalanin, Aminosa¨ure
pk Pyruvat-Kinase, Enzym der Glykolyse
PO Phosphorylierungsverha¨ltnis, ATP-Ertrag in der Atmungskette
pro Prolin, Aminosa¨ure
prot Proteine, Bausteine der Biosynthese
PYR Pyruvat, Metabolit der Glykolyse
R5P Ribose-5-P, Metabolit des Pentosephosphat-Weges
S-Phase Bezeichnung der Phasen des Zellzyklus: S DNA-Synthese
ser Serin, Aminosa¨ure
START Genetisches Signal, das die Sprossung einleitet
tal Transaldolase, Enzym des Pentosephosphat-Weges
TCC Tricarbonsa¨ure Zyklus
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thp Trehalose-Phosphatase, Enzym der Glykolyse
thr Threonin, Aminosa¨ure
trp Tryptophan, Aminosa¨ure
tyr Tyrosin, Aminosa¨ure
UTP Uridintriphosphat, Nukleotid
val Valin, Aminosa¨ure
YE Hefeextrakt
Einleitung
Der Zusammenhang zwischen genetischer Information sowie Form und Funktion der Or-
ganismen ist Thema der aktuellen Forschung. Mit der wachsenden Kenntnis der Zusam-
menha¨nge zwischen genetischer Information und physiologischer Funktion ist ein Modell
des Stoﬀwechsels wu¨nschenswert, um auf nachvollziehbare Weise genetische Vera¨nderun-
gen in ihrer Auswirkung auf den Stoﬀwechsel beurteilen zu ko¨nnen. Ziel der genetischen
Vera¨nderung kann dabei sein, den Fluß durch ein Stoﬀwechselnetzwerk zu beeinﬂussen
oder neue Stoﬀwechselprodukte in sogenannten Wirtsorganismen zu etablieren.
Wie Strohmann (1997) vermutet, gibt es nur in seltenen Fa¨llen eine direkte Kopplung
zwischen den Genen und der Funktion. Beispiel fu¨r einen derartigen Zusammenhang stel-
len die monogenetischen Krankheiten dar, wie etwa die Sichelzellenana¨mie. Der Großteil
z.B. der Krebserkrankungen ist jedoch nicht durch ein einziges Gen zu erkla¨ren, ver-
mutlich nicht einmal durch die gesamte genetische Ausstattung allein. Große Teile der
Gensequenzen von Menschen und Ma¨usen sind identisch. Trotzdem entstehen aus diesen
a¨ußerst unterschiedliche Kreaturen. Umgekehrt haben Geschwister nicht weniger unter-
schiedliche Gensa¨tze als andere Menschen und weisen trotzdem gro¨ßere A¨hnlichkeiten auf.
Demnach erscheint es als falsch, Organismen als durch ihre Gene programmierte Auto-
maten zu begreifen. Die in der DNA abgelegte Information legt zwar die Proteinstruktur
der Organismen fest, zwischen den Proteinen und den Funktionen eines Organismus liegt
jedoch ein komplexes epigenetisches Netzwerk. Es bestimmt zum einen Funktion und
Form und hat zum anderen die Mo¨glichkeit, die Information der DNA zu maskieren, das
heißt bestimmte Bereiche auszublenden (Strohmann, 1997). Die Verknu¨pfung der Gene
und des epigenetischen Netzwerkes mit Form und Funktion des Organismus sind in den
mathematischen Modellen nicht beru¨cksichtigt. Die in der Verfahrenstechnik eingesetzten
Modelle der physiologischen Eigenschaften ko¨nnen dies, bedingt durch ihre Struktur, nicht
leisten. Ursache hierfu¨r sind unter anderem fehlende biochemische Information und nicht
vorhandene morphologische, mit dem Zellzyklus verknu¨pfte Merkmale in den Modellen.
Von besonderer Bedeutung sind die genetischen Mechanismen, die den Zellzyklus regu-
lieren. Der Zellzyklus beschreibt die Vorga¨nge, die von einer Zelle u¨ber Massenzunahme,
Verdopplung des genetischen Materials und Teilung schließlich zu zwei Zellen fu¨hren. Es
ist jedoch erst dann mo¨glich, den Einﬂuß der Regulation des Zellzyklus auf das Wachstum
im Modell zu beru¨cksichtigen, wenn dieses den Zellzyklus auch entha¨lt. Mit der Flut neu-
er genetischer Information steigen dabei auch die Anforderungen an die mathematische
Modellierung. Es wird deutlich, daß es bei der enorm großen Komplexita¨t des Lebens
unmo¨glich ist, alle Details zu beru¨cksichtigen. Dieses Unterfangen erweist sich zumeist
weder als notwendig noch als wu¨nschenswert, da ha¨uﬁg ein gewisser Aspekt im Vorder-
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grund steht oder nur eingeschra¨nkte Umgebungsbedingungen von Interesse sind. Um in
diesem Fall das Verhalten der Organismen zu verstehen und durch ein mathematisches
Modell zu beschreiben, genu¨gt oft die Kenntnis einiger weniger Eigenschaften. Die Sys-
temtheorie lehrt, daß bereits wenige Freiheitsgrade ausreichend sind, um sehr komplexe
Verhaltensmuster aufzuweisen. Fu¨r das sogenannte deterministische Chaos ist ein kontinu-
ierliches System dritter Ordnung ausreichend (Steeb und Kunick, 1989). Ein mit zu vielen
Einzelheiten u¨berfrachtetes Modell verstellt dagegen unter Umsta¨nden den Blick auf die
wesentlichen Eigenschaften zur Erkla¨rung eines Pha¨nomens. Die Komplexita¨t des zu er-
stellenden Modells wird in der Praxis von der gewu¨nschten Fragestellung und auch von
der u¨ber die zu beschreibenden Vorga¨nge zur Verfu¨gung stehenden Information abha¨ngen.
Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht die Beschreibung des Wachstums von Mikroorganis-
men unter Beru¨cksichtigung des Zellzyklus. Hierzu werden insbesondere der Stoﬀwechsel
und die morphologischen Eigenschaften der Zellen im Verlauf des Zellzyklus sowie die
genealogische Struktur der Kultur1 beru¨cksichtigt. Fu¨r typische Experimente ist zu un-
tersuchen, inwieweit vereinfachte Modelle die Beobachtungen wiedergeben ko¨nnen.
Als besonders geeignet fu¨r die Untersuchung erscheint der mikrobiologische Modellor-
ganismus Saccharomyces cerevisiae. Der Organismus vereint eine gute genetische Mani-
pulierbarkeit und eine gute Handhabbarkeit im Bioreaktor bei einer zufriedenstellenden
Wachstumsrate. Sein Genom ist seit einiger Zeit vollsta¨ndig aufgekla¨rt und wird in Daten-
banken frei zur Verfu¨gung gestellt (Johnston, 1996; Cherry et al., 1997). In den letzten
Jahren ist es zudem den in Deutschland mit diesem Organismus arbeitenden Gruppen
gelungen, sich auf den Stamm S. cerevisiae VW1 zu einigen. Auch bei den dieser Arbeit
zugrunde liegenden von Beuse (1998) durchgefu¨hrten Experimenten wurde dieser Stamm
verwendet. Unter Zugabe von Hefeextrakt zur Na¨hrlo¨sung erreicht der Stamm Wachs-
tumsraten, die in der Gro¨ßenordnung von Wildtyphefen liegen (Beuse, 1998).
Als Referenzexperiment wurde die synchrone kontinuierliche Kultur ausgewa¨hlt, die eine
reproduzierbare Beobachtung vieler physiologischer Eigenschaften im Bioreaktor erlaubt.
Dieses Experiment ist dadurch ausgezeichnet, daß ein Großteil der Zellen den Zellzyklus
synchron durchlaufen. Die Prozeßvariablen, wie z.B. der Sauerstoﬀgehalt oder der pH-
Wert, weisen hierbei eine ausgepra¨gte Periodizita¨t auf, die mit dem Ablauf des Zellzyklus
in Verbindung steht. Neben dem Zellzyklus hat auch die Zusammensetzung der Population
aus a¨lteren bzw. ju¨ngeren Zellen einen Einﬂuß auf das Experiment. Abha¨ngig von dem
Verha¨ltnis der Generationszeiten dieser Zellen lassen sich aus der Zellbilanz Eigenschaften
fu¨r die Periodenla¨nge der synchronen Kultur ableiten. Bellgardt (1994a) postuliert fu¨r ein
Modell mit zwei Zellklassen ein ganzzahliges Verha¨ltnis zwischen der Dauer des Zellzyklus
und der Periodenla¨nge, den sogenannten Wachstumsmodus. Die Gu¨ltigkeit dieser Annah-
men hat Beuse (1998) experimentell u¨berpru¨ft. Die Ergebnisse zeigen prinzipiell eine gute
U¨bereinstimmung. Teilweise erscheint jedoch eine Erweiterung der Modellvorstellung not-
wendig (siehe Kapitel 1). Auch gilt das Modell lediglich fu¨r die periodische Lo¨sung. Es
beschreibt keine transienten Vorga¨nge, wie die Synchronisation oder einen Wechsel des
Wachstumsmodus. Hierzu ist ein dynamisches Modell des Zellzyklus notwendig. Eine gute
U¨bersicht u¨ber die bestehenden Ansa¨tze ﬁndet sich ebenfalls bei Bellgardt (1994a).
1Genealogie — Familien-, Geschlechterforschung; hier ist die Herkunft der Zellen gemeint, ausgedru¨ckt
z.B. durch die Anzahl der durchlaufenen Zellzyklen
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Das bislang umfangreichste dynamische Modell des Zellzyklus stellt Stra¨ssle (1988) vor.
Es entha¨lt die unsymmetrische Teilung der Hefe in kleinere Sproß- und gro¨ßere Mutter-
zellen. Durch den vom Zellzyklus abha¨ngigen Stoﬀwechsel ist das Modell in der Lage, eine
spontane Synchronisation der Kultur zu erkla¨ren. Den synchronisierenden Eﬀekten steht
im Modell allerdings eine durch die numerische Approximation der Lo¨sung verursachte
Diﬀusion gegenu¨ber. Die Diﬀusion sowie die fehlende genealogische Struktur des Modells
machen den Vergleich des dynamischen Modells mit den aus der Zellbilanz gewonnenen
Eigenschaften unmo¨glich.
Ziel dieser Arbeit ist es, ein dynamisches Zellzyklus- und Populationsmodell zu erstellen.
Grundlage stellt das von Stra¨ssle (1988) vorgestellte Modell dar. Das Stoﬀwechselmo-
dell soll Zusa¨tze zur Na¨hrlo¨sung beru¨cksichtigen ko¨nnen, da diese vielfach fu¨r genetisch
vera¨nderte Organismen notwendig sind. Desweiteren wird eine allgemeine Populations-
struktur beno¨tigt. Besondere Bedeutung kommt auch den verwendeten numerischen Ver-
fahren zu. Sie sind so zu wa¨hlen, daß keine numerische Diﬀusion auftritt und damit die
Bilanzierung der Zellen in der synchronen Kultur mo¨glich wird.
Die Beurteilung mo¨glicher Ursachen fu¨r die geschilderten Anweichungen von Modell und
Experiment macht eine Erweiterung der von Bellgardt (1994a) fu¨r zwei Zellklassen angege-
benen Zellbilanz auf ein allgemeineres Populationsmodell notwendig. Weiterer Aufschluß
wird von der Analyse der Sensitivita¨t der Periodenla¨nge gegenu¨ber Parameterschwankun-
gen erwartet.
Abschließend erfolgt ein Vergleich der Ergebnisse der dynamischen Modellrechnung, der
aus der Zellbilanz abgeleiteten Eigenschaften und der experimentellen Daten. Besonderes
Augenmerk liegt hierbei auf den mit Hilfe des dynamischen Modells berechneten transi-
enten Vorga¨ngen infolge von der Synchronisation und des Moduswechsel.
Die Ausfu¨hrungen gliedern sich wie folgt: Die biologischen Eigenschaften des Mikroorga-
nismus und insbesondere des Zellzyklus sowie die Eigenschaften der synchronen kontinu-
ierlichen Kultur sind im Detail in Kapitel 1 beschrieben. Anschließend erfolgt in Kapitel 2
in drei Schritten die mathematische Modellbildung: Dynamische Beschreibung des Zellzy-
klus (Abschnitt 2.2), Deﬁnition des Populationsmodells (Abschnitt 2.3) sowie der Kopp-
lung der biologischen Eigenschaften an Umgebung und Zyklus- bzw. Populationsmodell
(Abschnitt 2.4).
Die Verteilung der Zellen im Zellzyklus la¨ßt sich mathematisch mit Hilfe einer partiellen
Diﬀerentialgleichung beschreiben. Werden weitere Eigenschaften der Zellen beno¨tigt, so
bestehen die Modellgleichungen aus einem System gekoppelter partieller Diﬀerentialglei-
chungen. Abschnitt 2.2 stellt die verwendeten Gleichungen vor und zeigt die Mo¨glichkeiten
auf, die Reife der Zellen bezu¨glich des Zellzyklus zu deﬁnieren. Mit einer Darstellung der
Kopplung mit den anderen Modellteilen endet der Abschnitt.
In der synchronen Kultur ist die in Abschnitt 2.3 behandelte Unterscheidung mehrerer
genealogischer Teilpopulationen erforderlich. Es ist mo¨glich, den wesentlichen Eﬀekt der
unsymmetrischen Teilung bei der sprossenden Hefe bereits mit einem einfachen Modell mit
jeweils einer Mutter- und einer Tochterklasse zu beru¨cksichtigen. Generell ist jedoch die
Anzahl der Klassen mit voneinander verschiedenen Wachstumseigenschaften im jeweiligen
Einzelfall zu pru¨fen. Bereits im Verlauf derselben Kultivierung kann sich das Wachstums-
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verhalten der genealogischen Klassen aufgrund der Prozeßparameter so vera¨ndern, daß es
notwendig wird, eine, zwei oder auch mehr Klassen zu unterscheiden.
Das in Abschnitt 2.4 vorgestellte biologische Modell besteht aus einem stationa¨ren Stoﬀ-
wechselnetzwerk fu¨r metabolen und anabolen Stoﬀwechsel und der Regulation der mo¨gli-
chen Stoﬀwechselwege. Die Regulation wird dabei von den a¨ußeren Bedingungen und
den Eigenschaften des Zellzyklus bestimmt. Die im Modell getroﬀenen Annahmen sind in
diesem Abschnitt erla¨utert.
An die Aufstellung der Modellgleichungen zur Beschreibung von Zellzyklus und Popu-
lation schließt sich in Kapitel 3 eine Betrachtung der Lo¨sung der Gleichungen an. Die
Berechnung der allgemeinen Lo¨sung gelingt in der Regel nur mit Hilfe einer numerischen
Approximation. In Abschnitt 3.1 werden verschiedene Verfahren vorgestellt, wobei die
numerische Diﬀusion der Verfahren besondere Beachtung ﬁndet. Mit Hilfe eines in die
Modellgleichungen eingefu¨hrten Diﬀusionsterms wird eine Abscha¨tzung der numerischen
Diﬀusion mo¨glich. Betrachtet man den Spezialfall, die periodische synchrone Kultur, so
lassen sich mit Hilfe der Zellbilanz Eigenschaften fu¨r die Periodenla¨nge angeben. In Ab-
schnitt 3.2 erfolgt eine Erweiterung des fu¨r zwei Zellklassen bekannten Zusammenhangs
fu¨r das in Abschnitt 2.3 vorgestellte Modell. Weiterhin wird die Sensitivita¨t der Peri-
odenla¨nge untersucht.
Die meßtechnische Analyse der synchronen Kultur beno¨tigt Parameter, die Aufschluß u¨ber
die Zellverteilung liefern. Daher werden in Kapitel 4 Populationsparameter zur Charak-
terisierung des synchronen Wachstums abgeleitet. Hierbei handelt es sich um die Zellzahl
und den Sprossungsindex der verschiedenen genealogischen Klassen des allgemeinen Popu-
lationsmodell (siehe Abschnitt 2.3). Desweiteren wird unter Verwendung des gemessenen
Verlaufes des Sprossungsindex u¨ber eine Periode eine Approximation der Verteilung der
Zellen im Zellzyklus angegeben.
Kapitel 5 ist dem Vergleich des dynamischen Verhaltens von Modell und Experiment ge-
widmet. Besondere Bedeutung kommt dabei der periodischen synchronen Kultur zu, da
sie eine kontinuierliche reproduzierbare Beobachtung des Zellzyklus erlaubt. Das Kapi-
tel behandelt im einzelnen die Analyse der Periodizita¨t sowie der transienten U¨berga¨nge
infolge der Initiierung der synchronen Kultur und des Moduswechsels. Das dynamische
Modell bietet dabei den Vorteil, auch zeitliche Verla¨ufe von experimentell nicht zuga¨ngli-
chen Variablen angeben zu ko¨nnen. In Kapitel 6 schließt sich die Diskussion der erzielten
Ergebnisse an.
Kapitel 1
Biologische Grundlagen
Fu¨r den eukaryontischen1 Modellorganismus S. cerevisiae existieren eine Reihe kinetischer
Modelle. Kann die Betrachtung einzelner zellinterner enzymatischer Schritte unberu¨ck-
sichtigt bleiben, ist oft ein vergleichsweise einfaches Modell des Außenverhaltens eines Mi-
kroorganismus ausreichend. Die fundamentale Idee der limitierten respiratorischen Kapa-
zita¨t ﬁndet sich in den Modellen von Bellgardt et al. (1983) oder Sonnleitner und Ka¨ppeli
(1986) wieder. Diese Modelle erkla¨ren den Stoﬀumsatz unter Beru¨cksichtigung von Gluco-
se als Haupt-Kohlenstoﬀ-Quelle sowie Ethanol, Biomasse und Kohlendioxid unter aeroben
und anaeroben Bedingungen. Zellintern werden drei Hauptstoﬀwechselwege beru¨cksich-
tigt: Die Umwandlungen von Glucose in Biomasse, von Glucose in Ethanol und von Etha-
nol in Biomasse. Bellgardt et al. (1983) gehen bereits u¨ber die rein kinetische Betrach-
tungsweise hinaus und fu¨hren ein stationa¨res Stoﬀwechselnetz ein. Das Stoﬀwechselnetz
ermo¨glicht nicht nur die Berechnung der in den einfachen Modellen verwendeten Ertrags-
koeﬃzienten, sondern gibt zusa¨tzlich Auskunft u¨ber das Innenverhalten der Hefe. Die
Stoﬀwechselwege des Netzes stellen ein idealisiertes Abbild der biochemischen Vorga¨nge
in der Zelle dar. Die Gu¨te des Modells ergibt sich aus dem Verha¨ltnis der im Modell
beru¨cksichtigten Flu¨sse zu den tatsa¨chlichen Flu¨ssen im Stoﬀwechselnetzwerk. Generell
scheint die U¨bereinstimmung fu¨r anaerobe Kulturen besser gegeben zu sein als fu¨r aerobe,
in denen eine Reihe von Nebenwegen aktiv sind. Dem gegenu¨ber ist unter aeroben Be-
dingungen eine gro¨ßere Wachstumsrate zu beobachten. Cortassa et al. (1995) betrachten
diﬀerenziert die Bausteine (z.B. Aminosa¨uren), die fu¨r die Biomassesynthese beno¨tigt wer-
den. Sie erweitern das Stoﬀwechselnetz um die Stoﬀwechselwege der Aminosa¨urensynthe-
se. Der jeweilige Aminosa¨urebedarf, bezogen auf die Biomasseerzeugung, wird als konstant
angenommen. Die Mechanismen zur Regulation der Flu¨sse in dem erweiterten Stoﬀwech-
selnetz ist durch eine Reihe zusa¨tzlicher Annahmen festgelegt. Ohne die Messung auch
interner Stoﬀﬂu¨sse ist hier allerdings keine tiefere Einsicht in die tatsa¨chliche Aktivita¨t
der einzelnen Reaktionen zu erwarten. Ein interessanter Ansatz zur Ermittlung interner
Flu¨sse unter ausschließlicher Verwendung externer Metabolitkonzentrationen wird von
Marx et al. (1996) vorgeschlagen. Durch Einsatz von markierten 13C-Atomen ist es mit
Hilfe von NMR-Messungen mo¨glich, Stoﬀwechselwege zu bestimmen und die Stoﬀﬂu¨sse
von Hin- bzw. Ru¨ckreaktion einzelner enzymatischer Schritte zu berechnen. Die hierfu¨r
1Eukaryonten — Organismen mit einem echten Zellkern; alle ho¨heren Organismen und ein Teil der
Mikroorganismen za¨hlen zu den Eukaryonten (Schlegel, 1992).
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beno¨tigten markierten Substrate sowie die NMR-Analyse sind allerdings mit erheblichem
Aufwand und Kosten verbunden.
Die stationa¨ren Stoﬀwechselnetze der genannten Modelle beru¨cksichtigen nicht die Dyna-
mik der Stoﬀumwandlung. Alle Reaktionen berechnen sich als statische Funktionen der
a¨ußeren Substratkonzentrationen. Die Dynamik des Gesamtprozesses ist im wesentlichen
durch die Zeitkonstanten des Aufnahmesystems gekennzeichnet, so daß diese Vereinfa-
chung gerechtfertigt erscheint. Wie Experimente von Markus und Hess (1984) zeigen, wei-
sen jedoch auch die enzymatischen Reaktionen unter gewissen Bedingungen durchaus eine
Dynamik auf. Durch eine periodische Fu¨tterung ist es sogar mo¨glich, das enzymatische
System in zellfreier Kultur zu einem chaotischen Verlauf des Produktstromes anzuregen.
Die erwa¨hnten Modelle beschreiben das Wachstumsverhalten einer homogenen Zellmasse.
Mit der Aufnahme der biochemischen Stoﬀwechselwege ﬁndet Information u¨ber die zellin-
terne Stoﬀumwandlung Eingang in die Modelle, ohne dabei Eigenschaften der Zelle, wie
ihre Gro¨ße oder ihr Alter, zu beru¨cksichtigen. Ein besseres Modell der Biomasse la¨ßt sich
hier durch die Einfu¨hrung von Zellzyklus und genealogischer Struktur in der Population
erreichen.
Bild 1.1: Rasterelektronenmikroskopische Aufnahme von sprossenden Hefezellen (Bartling, 1996).
Die hellen Ringe auf der Zellwand der Mutterzellen sind die bei der Zellteilung entstandenen Spros-
sungsnarben. Sie ermo¨glichen es, das genealogische Alter der Zelle zu bestimmen
1.1 Zellzyklus und -population
Mikroskopisch betrachtet besteht die Biomasse aus einzelnen Zellen, die einen teilweise
recht unterschiedlichen Stoﬀwechsel aufweisen ko¨nnen. Das Wachstum der Biomasse ist
verbunden mit einer Vergro¨ßerung der Masse einzelner Zellen und mit einer Vervielfa-
chung der Anzahl der Zellen. Eine einzelne Zelle durchla¨uft in ihrem Leben eine endliche
Anzahl von sogenannten Zellzyklen. Zu Beginn wa¨chst die Masse der Zelle an, bis sie
eine bestimmte Gro¨ße erreicht hat. Anschließend wird das genetische Material verdoppelt
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Bild 1.2: Phasen des Zellzyklus (Beuse, 1998)
und eine Knospe an der Zellwand ausgebildet, die sich schließlich von der Mutterzelle ab-
trennt. Diese Sproßzelle ist kleiner als die Mutterzelle und hinterla¨ßt auf der Zellwand der
Mutter eine Sprossungsnarbe. Bild 1.1 zeigt eine Aufnahme von sprossenden Hefezellen.
Die angefa¨rbten Sprossungsnarben sind als Ringe auf den Zellwa¨nden der Mutterzellen
zu erkennen.
Aus biologischer Sicht werden die vier Phasen G1, S,G2 undM unterschieden. Im Falle der
Hefe S. cerevisiae ist die G1-Phase durch Zellmassenwachstum gekennzeichnet, wa¨hrend in
der S-Phase die Ausbildung der Sproßzelle beginnt und die Verdopplung des genetischen
Materials erfolgt. Die G2 und die M-Phase, die in der Regel zusammengefaßt werden,
beinhalten die Zellteilung. Bild 1.2 zeigt die morphologischen Vera¨nderungen und die
physiologischen Funktionen im Verlauf des Zellzyklus.
Wie zu beobachten ist, sind die Phasen des Zellzyklus mit einem unterschiedlichen Stoﬀ-
wechselverhalten verbunden. In den kinetischen Modellen haben der Zellzyklus und die
unsymmetrische Sprossung keinen Einﬂuß auf das Modell. Es werden mittlere Wachstums-
eigenschaften beobachtet. In einer synchronen Kultur, in der sich eine Vielzahl der Zellen
gleichzeitig teilen, wird die Abha¨ngigkeit des Stoﬀwechsels vom Zellzyklus deutlich. Pro-
zeßvariablen, wie die Gelo¨st-Sauerstoﬀkonzentration im Medium oder die Abgaswerte, die
durch die Aktivita¨t der Zellen beeinﬂußt werden, zeigen einen periodischen Zeitverlauf.
Das Verha¨ltnis der sprossenden Zellen bezogen auf die Gesamtzellzahl, der sogenannte
Sprossungsindex, des in Bild 1.3 gezeigten Experiments weist dieselbe Periodizita¨t auf,
wie die u¨brigen Prozeßvariablen. Der langsame Anstieg bzw. Abfall des Sprossungsindex
gibt einen Hinweis auf die Verteilung der Zellen im Zyklus. Die Sprossung setzt nicht
vollsta¨ndig synchron ein, sondern vollzieht sich fu¨r die gesamte Population in einem Zeit-
raum von ungefa¨hr 3 h. Das heißt, wa¨hrend der abfallenden Rampe des Sprossungsindex
teilt sich immer ein Teil der Zellen. Bei dem gezeigten Experiment schließt sich direkt an
die Teilung die na¨chste Sprossungsphase an.
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Bild 1.3: Sprossungsindex im Vergleich zu Kohlendioxidgehalt (CO2) im Abgas und Gelo¨st-Sauerstoﬀ
(O2) in der Flu¨ssigphase einer kontinuierlichen Kultur (Bartling, 1996)
Der Beginn der Sprossung ist abha¨ngig vom jeweiligen Na¨hrstoﬀangebot. Bei einem Nah-
rungsmangel begeben sich die Zellen in eine Ruhephase, die die Einzelzellphase verla¨ngert.
Durch Substratu¨berschuß infolge eines Substrat-Pulses verlassen die Zellen ihre Ruhe-
phase und beginnen mit der Sprossung. Diese la¨uft danach weitgehend unbeeinﬂußt von
a¨ußeren Einﬂu¨ssen unter Mobilisation von eingelagertem Reservekohlenstoﬀ ab. Wa¨hrend
der Sprossungsphase ist ein Ansteigen der Substratkonzentration und der durch die Ab-
gaswerte zu beobachtenden Aktivita¨t zu verzeichnen. Kommt es in einer kontinuierlichen
Kultur zu einer Synchronisation, so bleibt diese in der Regel u¨ber einen langen Zeitraum
erhalten. Die synchrone Kultur macht deutlich, daß der Stoﬀwechsel einer einzelnen Zelle
durchaus von den in der asynchronen Kultur beobachteten Werten abweicht. Abha¨ngig
vom Zellzyklus scheinen verschiedene Stoﬀwechselpfade aktiv zu sein. Diese Information
geht in der asynchronen Kultur verloren.
Im Rahmen der mathematischen Beschreibung der Zellpopulation in einer Kultur sind
aufgrund der unsymmetrischen Teilung der Hefezellen kleinere und gro¨ßere Zellen zu un-
terscheiden. Bedingt durch das Oberﬂa¨che/Volumen-Verha¨ltnis und die Gro¨ße der Zellen
ist die Zeit, die diese bis zum Erreichen der fu¨r die erneute Teilung notwendigen Gro¨ße
beno¨tigen, unterschiedlich. Der Zellzyklus la¨uft also nicht in allen Zellen mit der gleichen
Geschwindigkeit ab.
In einem Populationsmodell ist neben dem Zellzyklus auch eine sogenannte genealogische
Klasseneinteilung vorgesehen. Durch die unsymmetrische Teilung entstehen Zellen mit
einer Vielzahl von unterschiedlichen Lebensla¨ufen, wobei sich nicht alle in ihren Wachs-
tumseigenschaften unterscheiden. Das einfachste Modell, das der Sprossung Rechnung
tra¨gt, ist das in Bild 1.4 dargestellte Zwei-Klassen-Modell, bestehend aus Mutter- und
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Bild 1.4: Zusammenhang zwischen Zellzyklus- und Populationsmodell am Beipiel des Zwei-Klassen-
Modells bestehend aus Mutter- und Tochterzellen. Das genealogische Alter einer Zelle ist durch die
Zahl der Sprossungsnarben gekennzeichnet
Tochterzellen. Im Zwei-Klassen-Modell wird angenommen, daß sich die Zellen mit ei-
nem durchlaufenem Zellzyklus nicht von denen mit zwei oder mehr Zyklen unterscheiden.
A¨ltere Zellen verbleiben demnach in der Klasse der Mutterzellen. Desweiteren sei vor-
ausgesetzt, daß die bei der Teilung entstehenden Tochterzellen unabha¨ngig vom Alter
der sich teilenden Zelle die gleichen Eigenschaften besitzen. Daher entstehen am Ende
eines jeden Zyklus jeweils eine neue Mutter- und eine neue Tochterzelle. Ein allgemeine-
rer Ansatz wird von Grover und Woldringh (1995) angegeben. Hier werden Mutterzellen
nach ihrem Alter und Tochterzellen nach dem Alter ihrer Mu¨tter in weiteren Mutter- und
Tochterklassen unterschieden. Mutterzellen, die ein gewisses Alter erreicht haben, verblei-
ben auch hier in der Klasse der a¨ltesten Zellen. Die Tochterzellen seien nach dem ersten
Zyklus ebenfalls nicht mehr zu unterscheiden und mu¨nden in die Klassen der ju¨ngsten
Mutterzellen bzw. deren Sproßzellen ein (siehe Abschnitt 2.3).
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Wa¨hrend die Synchronita¨t in der industriellen Biomasseproduktion aufgrund ihrer ge-
ringeren Produktivita¨t unerwu¨nscht ist und demnach vermieden wird, haben synchrone
Kulturen zur Untersuchung von Zellzyklus-Eigenschaften und bei der Erforschung der
genetischen Regulation des Zellzyklus eine große Bedeutung. Eine ausschließlich mit Zel-
len eines Alters gestartete Kultur fu¨hrt im allgemeinen nur fu¨r eine Generationszeit zu
dem gewu¨nschten synchronen Wachstum. Nach der ersten Teilung liegen bereits zwei un-
terschiedliche Klassen von Zellen (Mutter- und Sproßzellen) vor. In der kontinuierlichen
Kultur ist es mo¨glich, eine synchrone Kultur fu¨r nahezu unbegrenzte Zeit aufrecht zu
erhalten. Dabei a¨ndern sich in diesem Fall die Bedingungen von einem Zellzyklus zum
darauﬀolgenden nicht.
Die Zellbilanz in einer synchronen kontinuierlichen Kultur fu¨hrt auf ein Verha¨ltnis zwi-
schen Zellzahl und Generationszeit. Zellen mit la¨ngerer Generationszeit werden sta¨rker
ausgewaschen als solche, die sich bereits nach kurzer Zeit teilen. Um periodische Verha¨lt-
nisse zu gewa¨hrleisten, mu¨ssen in synchroner Kultur die Generationszeiten der einzel-
nen Klassen in einem ganzzahligen Verha¨ltnis zur beobachteten Periodenla¨nge stehen.
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Es ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen Periodenla¨nge und der durch die
Verdu¨nnungsrate gegebenen mittleren Verdopplungszeit. Bellgardt (1994a) zeigt dies fu¨r
das Zwei-Klassen-Modell, bestehend aus Mutter- und Tochterzellen. Der Proportiona-
lita¨tsfaktor ergibt sich aus dem ganzzahligen Verha¨ltnis der Generationszeiten, dem soge-
nannten Wachstumsmodus der synchronen Kultur.
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Bild 1.5: Periodenla¨nge der synchronen Kultur als Funktion der mittleren Verdopplungszeit im Modell
(Bellgardt, 1994a; Stra¨ssle, 1988) und Experiment (Stra¨ssle, 1988)
Bellgardt (1994b) tra¨gt die von einer Reihe von Autoren beobachteten Periodenla¨ngen
u¨ber den jeweiligen Verdopplungszeiten auf. Bild 1.5 zeigt beispielhaft die Periodenla¨nge
der von Stra¨ssle (1988) durchgefu¨hrten Experimente im Vergleich mit der Modellvorhersa-
ge. Ein Teil der dargestellten Ergebnisse liegt zwischen den fu¨r die Modi des Zwei-Klassen-
Modells berechneten Geraden und stellt damit einen Widerspruch zu den angegebenen
Eigenschaften der synchronen Kultur dar. Die Meßgenauigkeit von Periodenla¨nge und
Verdu¨nnungsrate ist nicht angegeben, so daß es nicht mo¨glich ist, zwischen Meß- und
Modellfehler zu unterscheiden. Die Experimente wurden ohne das Wissen um die postu-
lierten diskreten Wachstumsmodi und damit ohne die Kenntnis der eingeschra¨nkten Zahl
der gu¨ltigen Periodenla¨ngen durchgefu¨hrt. Vor dem Hintergrund des Modells der diskreten
Wachstumsmodi erscheint es interessant, folgende Fragestellungen zu untersuchen:
• Ist bei variierender Verdu¨nnungsrate ein linearer Zusammenhang zwischen Verdopp-
lungszeit und Periodenla¨nge zu beobachten?
• Welchen Einﬂuß haben weitere Parameter, wie zum Beispiel die A¨nderung des Sau-
erstoﬀangebotes, auf die Periodenla¨nge?
• Wovon ha¨ngt der sich einstellende Wachstumsmodus ab?
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Die von Beuse (1998) durchgefu¨hrten Versuche scheinen die Hypothese des ganzzahligen
Verha¨ltnisses zwischen den Periodenla¨ngen zu besta¨tigen (Experimente B in Bild 1.6). Bei
einer sukzessiven Erho¨hung der Verdu¨nnungsrate bleibt die Synchronita¨t erhalten und die
Periodenla¨nge folgt dem vorgeschriebenen linearen Zusammenhang. Die langsame Varia-
tion der Verdu¨nnungsrate erlaubt es hier, nicht nur die Lage der Moduslinie sondern auch
die Abha¨ngigkeit von der Verdu¨nnungsrate zu pru¨fen. Bild 1.6 zeigt fu¨r diese Experimente
das aus den Standardabweichungen berechnete Konﬁdenzintervall der linearen Regression.
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Bild 1.6: Periodenla¨ngen der synchronen Kultur als Funktion der mittleren Verdu¨nnungszeit unter
Angabe von Varianz bzw. Konﬁdenzintervall
Vera¨ndert man jedoch die Verdu¨nnungsraten u¨ber einen gewissen Bereich hinaus, so
wechselt der Modus der synchronen Kultur. Wie in asynchroner Kultur zu beobach-
ten (Thompson und Wheals, 1980), wirkt sich eine A¨nderung der Verdu¨nnungsrate auch
in synchroner Kultur unterschiedlich auf Mutter- und Tochterzellen aus. Spru¨nge im
Wachstumsmodus sind aber auch infolge einer starken Variation der Sauerstoﬀversorgung
mo¨glich. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn ausgehend von einer ausreichenden Sau-
erstoﬀversorgung eine Absenkung auf eine teilweise limitierte Versorgung vorliegt. Der
periodischen Lo¨sung zufolge du¨rfte dies zu keiner A¨nderung der Periodenla¨nge fu¨hren, da
diese starr an die durch die Verdu¨nnungsrate eingestellte Verdopplungszeit gekoppelt ist.
Die Versorgung mit Sauerstoﬀ scheint sich also ebenfalls unterschiedlich auf Mutter- und
Tochterzellen auszuwirken und fu¨hrt schließlich zum Moduswechsel.
Das Wachstum der Zellen in den von Beuse (1998) durchgefu¨hrten Experimenten bleibt
auch bei kleinen Verdu¨nnungsraten synchron. Das Verha¨ltnis zwischen Periodenla¨nge und
Verdopplungszeit stimmt jedoch nicht mit dem Schema der im Zwei-Klassen-Modell mo¨gli-
chen Wachstumsmodi u¨berein. Ein Teil der Experimente zeigt Periodenla¨ngen, die weder
auf gleiche Zykluszeiten (Modus 11) noch auf ein Verha¨ltnis 1:2 (Modus 12) hindeuten.
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Da die beobachteten Periodenla¨ngen auf einer Geraden liegen (siehe Bild 1.6,
”
Zwischen-
modus“-Linie), ist zu vermuten, daß es fu¨r diese Wachstumsmodi eines erweiterten Popu-
lationsmodelles bedarf. Dies wird durch die Untersuchungen von Woldringh et al. (1993)
besta¨rkt, die eine Abha¨ngigkeit des Zellvolumens vom genealogischen Alter der Zellen
feststellen, die u¨ber die Unterscheidung von Tochter- und Mutterzellen hinausgeht.
Durch die experimentelle Veriﬁkation der von Bellgardt (1994a) abgeleiteten Eigenschaf-
ten der synchronen periodischen Kultur stehen auch fu¨r die Validierung eines dynamischen
Modells des Hefewachstums neue Daten zur Verfu¨gung. Von einem dynamischen Modell
von Zellzyklus und -population ist zu fordern, daß dieses auch in der Lage ist, die synchro-
ne periodische Kultur zu charakterisieren. Ein geeignetes Modell sollte zudem in der Lage
sein, neben synchronem und asynchronem Wachstum auch den U¨bergang zwischen beiden
und den Wechsel zwischen zwei periodischen Lo¨sungen zu beschreiben. Es ist jedoch mit
keinem der bekannten dynamischen Modelle (Stra¨ssle, 1988; Hjortso und Nielsen, 1994)
derzeit mo¨glich, das komplexe Verhalten beim Wechsel zwischen synchroner und asyn-
chroner Kultur sowie den beobachteten Moduswechsel zu erkla¨ren. Zentrale Bedeutung
kommt hier der Regulation der Zyklusla¨nge der einzelnen Zellklassen zu. Die von Hjortso
(Hjortso und Nielsen, 1994) angegebene Kinetik koppelt die Zykluszeiten der beiden Klas-
sen starr u¨ber das Substratangebot. Stra¨ssle (1988) stellt das detaillierteste Modell des
Zellzyklus vor. Das Modell mit zwei Zellklassen weist die in Bild 1.5 gezeigte nichtli-
neare Abha¨ngigkeit zwischen Periodenla¨nge und Verdopplungszeit auf. Anders als beim
Modell nach Bellgardt (1994a) ist der Zusammenhang zwischen Verdu¨nnungsrate und Pe-
riodenla¨nge hier eindeutig. Die experimentellen Daten werden durch das Modell jedoch
nur teilweise wiedergegeben.
Das in Kapitel 2 vorgestellte erweiterte Zellzyklus- und Populationsmodell ﬁnden in den in
Kapitel 5 durchgefu¨hrten Simulationen Verwendung, um die Eigenschaften der synchronen
Kultur zu untersuchen. Besondere Beachtung ﬁndet hierbei die durch die Zellbilanz (Ab-
schnitt 3.2) beschriebene periodische Lo¨sung der synchronen Kultur sowie der U¨bergang
zwischen zwei periodischen Phasen.
Kapitel 2
Zellzyklus- und Populationsmodell
Der Stoﬀwechsel von Mikroorganismen ha¨ngt in starkem Maße von den Umgebungsbe-
dingungen ab. Hierzu za¨hlen zum Beispiel Temperatur, pH-Wert oder Sauerstoﬀangebot.
Fu¨r jeden Organismus gibt es eine Reihe von Substraten und Produkten, die am Anfang
und am Ende von aufwendigen Stoﬀwechselketten der Stoﬀumwandlung stehen. Der je-
weils aktive Stoﬀumsatz ha¨ngt erheblich von den a¨ußeren Bedingungen ab. Im folgenden
sind mathematische Modelle fu¨r das Verhalten der Hefe S. cerevisiae in einem Ru¨hrkes-
selreaktor angegeben. Der in Bild 2.1 skizzierte Versuchsaufbau gewa¨hrleistet ra¨umlich
homogene Verha¨ltnisse und reproduzierbare Umgebungsbedingungen.
Zu Beginn der mathematischen Beschreibung des Wachstums von Mikroorganismen steht,
wie bei anderen Systemen auch, die Angabe der Randbedingungen fu¨r die das Mo-
dell gu¨ltig sein soll. Die einfachste Beschreibung stellt das durch die Wachstumsrate
µ(t) = const gekennzeichnete Modell des exponentiellen Wachstums dar. Dieses basiert
auf der Beobachtung, daß sich die Biomasse einer Kultur bei unvera¨nderten Umgebungs-
bedingungen nach einer gewissen Zeit verdoppelt. Aufwendige Reaktor- und Umgebungs-
modelle beru¨cksichtigen Umwelteinﬂu¨sse auf die Wachstumsrate (Bellgardt, 1984). So
weist zum Beispiel das anaerobe Wachstum, das heißt unter Abschluß von Sauerstoﬀ,
eine deutlich geringere Wachstumsrate auf, als das Wachstum in aerober Umgebung.
Die Stoﬀumwandlung durch Mikroorganismen vollzieht sich auf deﬁnierten biochemischen
Stoﬀwechselpfaden. Der Stoﬀwechsel teilt sich in einen katabolen Teil, in dem die Substra-
te in kleinere Bausteine unter Gewinnung von Energie zerlegt werden, und dem anabolen
Stoﬀwechsel, der diese Bausteine verwendet, um Aminosa¨uren zu synthetisieren, aus de-
nen sich schließlich die Biomasse aufbaut. Fu¨r den katabolen Stoﬀwechsel der Hefe spielt
der von vielen Organismen verwendete Stoﬀwechselweg der Glykolyse eine herausragende
Rolle, bei dem der Zucker Glucose zerlegt wird. Die Bilanzierung des Stoﬀumsatzes u¨ber
die mo¨glichen Stoﬀwechselwege erlaubt es, das empirisch bestimmte Wachstumsverhalten
zu veriﬁzieren. Auf gleiche Weise sind Versuche unternommen worden, auch den anabo-
len Stoﬀwechsel zu beschreiben. Die Verwendung biochemisch basierter Modellteile in der
Biophase fu¨hrt zu einer detaillierten Beschreibung des Wachstumsprozesses. Geeignete
Optimierungskriterien ermo¨glichen es, unter Kenntnis des vorhandenen Enzymsatzes zu
entscheiden, welcher Stoﬀwechselweg aktiv ist (Bonarius et al., 1996).
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Bild 2.1: Schematische Darstellung eines Ru¨hrkesselreaktors
Es ist gebra¨uchlich, eine homogene Zusammensetzung der Biomasse vorauszusetzen. Dies
gilt jedoch nur na¨hrungsweise, da die Biomasse aus einer Vielzahl von einzelnen (autono-
men) Zellen besteht. Wie Synchronkulturen zeigen, ist es eine grobe Vereinfachung, von
immer gleichen Stoﬀwechseleigenschaften in allen Zellen auszugehen. Die sich wiederho-
lenden Phasen des Zellzyklus bestimmen das Wachstum der Zellen. Jede Phase des Zyklus
ist durch eigene Charakteristika gekennzeichnet. Zuna¨chst wa¨chst die Zelle an. Erreicht
sie eine gewisse Reife, so bildet sie eine Sprosszelle aus, verbunden mit einer Teilung des
Zellkerns. Das genetische Material verteilt sich auf beide Zellteile bevor sich die Sprosszelle
abschnu¨rt. Da wa¨hrend des Zellzyklus verschiedene biochemische Stoﬀwechselwege aktiv
sind, kann die Betrachtung einer großen Zahl von Zellen in verschiedenen Zyklusphasen
keine Auskunft u¨ber den Stoﬀwechsel in einer einzelnen Zelle geben (Makroskopisches
Modell). Es ist nicht sicher, ob wirklich eine Zelle mit diesen mittleren Eigenschaften
existiert.
Bild 2.2 zeigt die Struktur der Modellvorstellung in einem Ru¨hrkesselreaktor. Zuna¨chst
beno¨tigt man ein Reaktormodell, das die Gas- und die Flu¨ssigphase einschließt. Das biolo-
gische Modell ist mit dem Flu¨ssigphasenmodell durch den Transport u¨ber die Zellmembran
gekoppelt. Gas- und Flu¨ssigphase sind als ideal durchmischt angenommen; mit anderen
Worten, es liegt keine ra¨umliche Abha¨ngigkeit vor. Die Gleichungen des Reaktormodells
ﬁnden sich beispielsweise bei Bellgardt (1984).
Die biologische Phase besteht aus einzelnen Zellen, die sich fortwa¨hrend im Zellzyklus
beﬁnden. Jede Zelle entha¨lt eine enzymatische Ausstattung, die gewisse biochemische, von
der Zelle regulierte Stoﬀwechselwege im Verlauf des Zellzyklus ermo¨glicht. Die Zunahme
der Zellzahl durch die Teilung der Zellen am Ende des Zellzyklus ist ein diskreter Prozeß,
wa¨hrend die Zunahme der Zellmasse kontinuierlich erfolgt.
Eine Beschreibung des Zellzyklus gewinnt im Rahmen der Tumorforschung zunehmend an
Bedeutung. Tumorzellen sind gekennzeichnet durch eine gesto¨rte Regulation ihres Wachs-
tums — sie teilen sich unkontrolliert. Die genetische Information sowie die Umgebungs-
bedingungen bestimmen die Regulation des Zyklus (Bailey, 1998). Die Hefe S. cerevisiae
stellt in den Bemu¨hungen um das Versta¨ndnis des Zellzyklus einen Modellorganismus dar,
da er als einfachster Eukaryont A¨hnlichkeiten zu menschlichen oder tierischen, sogenann-
ten roten Zellen aufweist. Die quantitative Berechnung von Modellen kann beim Versta¨nd-
nis der Zellzyklusregulation eine große Rolle spielen. Im folgenden werden mathematische
Methoden vorgestellt, die das Wachstum von Mikroorganismen unter Beru¨cksichtigung
des Zellzyklus beschreiben.
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Bild 2.2: Modellstruktur: Die biologische Phase im Ru¨hrkesselreaktor setzt sich aus einzelnen Zellen
zusammen, die sich fortwa¨hrend in einem zyklischen Prozeß, bestehend aus Wachstum und Teilung,
beﬁnden. Die biochemische Stoﬀumwandlung ﬁndet in den Zellen statt
2.1 Einfache Wachstumsmodelle
Es gelingt in vielen Fa¨llen, das Wachstum von Mikroorganismen durch die Gleichungen
eines autokatalytischen Wachstumsprozesses
d
dt
M(t) = µ(t)M(t) (2.1a)
M(0) = M0 (2.1b)
zu beschreiben, wobei M(t) die Zellmasse darstellt und µ(t) die in starkem Maße von
den Umgebungsbedingungen abha¨ngige Wachstumsrate bezeichnet. Den gro¨ßten Einﬂuß
auf die Wachstumsrate hat das Angebot der verschiedenen, von der Hefe verwertba-
ren Substraten. Eine sehr detaillierte Darstellung des Wachstumsverhaltens unter typi-
schen Umgebungsbedingungen ﬁndet sich bei Bellgardt (1984). Das reduzierte Modell von
Sonnleitner und Ka¨ppeli (1986) faßt die wesentlichen Eigenschaften der Hefe zusammen.
Das biologische System zur Bestimmung der jeweiligen Wachstumsrate ist in Abschnitt
2.4 dargestellt.
Derartige Modelle basieren auf der makroskopischen Beobachtung, bei der sich die gesam-
te Masse der Mikroorganismen mit einer konstanten Wachstumsrate vermehrt. Mikrosko-
pisch betrachtet zerfa¨llt die homogene Masse jedoch in einzelne diskrete unterscheidbare
Zellen. Die Gesamtmasse der Zellen berechnet sich aus der Summe
M(t) =
∑
N∗(t)
mi(t)
u¨ber alle N∗(t) Zellen mit der Masse mi(t) einer einzelnen Zelle, wobei N∗(t) eine ganz-
zahlige Funktion ist. Unter Verwendung der mittleren Zellmasse
m(t) =
1
N∗(t)
∑
N∗(t)
mi(t)
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ergibt sich der Zusammenhang
M(t) = m(t)N∗(t)
zwischen der wertkontinuierlichen Funktion der Zellmasse M(t) und der wertdiskreten
Funktion der Zellzahl N∗(t). Zum Zeitpunkt der Teilung einer Zelle vergro¨ßert sich die
Zellzahl und die mittlere Zellmasse verringert sich entsprechend, da die Masse aller Zellen
wa¨hrend der Teilung unvera¨ndert bleibt. Betrachtet man dagegen eine hinreichend große
Zahl von Zellen, so bleibt die mittlere Zellmasse m bei der Teilung einer einzelnen Zelle
na¨hrungsweise konstant. Fu¨r das makroskopische Modell des Wachstums ist es daher
mo¨glich, von der wertdiskreten Funktion N∗(t) auf die wertkontinuierliche Funktion N(t)
durch Abschneiden der Dezimalstellen mit
N∗(t) = N(t)
u¨berzugehen. Im weiteren liegt stets die Annahme einer hinreichend großen Zellzahl zu-
grunde, so daß es mo¨glich ist, die wertkontinuierliche Zellzahl N(t) zu verwenden. Fu¨r die
Funktion N(t) kann die Diﬀerentialgleichung
d
dt
N(t) = µ(t)N(t) (2.2a)
N(0) = N0 (2.2b)
zur na¨hrungsweisen Beschreibung des Wachstums angegeben werden. Fu¨r große Zellzahlen
sind die Diﬀerentialgleichungen (2.1) und (2.2) fu¨r Zellmasse und Zellzahl u¨ber die mitt-
lere Masse m einer Zelle gekoppelt. Wa¨hrend die Biomasse stetig mit der Zeit anwa¨chst,
nimmt die Zellzahl nur im Augenblick der Zellteilung zu. Gleichung (2.2) beschreibt das
makroskopische Wachstum, sofern sich zu jedem Zeitpunkt der gleiche Anteil der Zellen
teilt. Die Population ist dann asynchron u¨ber den gesamten Zellzyklus verteilt. Die mikro-
skopischen Vorga¨nge des Wachstumsprozesses werden jedoch durch die Gleichung nicht
wiedergegeben. Nimmt man an, daß alle Zellen fu¨r einen vollsta¨ndigen Durchlauf durch
den Zellzyklus die Zeit aT beno¨tigen, so beschreibt die Zelldichte
nt(t) =
d
dt
N(t)
den durch die Teilung entstandenen Zuwachs der Zellzahl zum Zeitpunkt t. Die Zellzahl
erho¨ht sich demnach um das Integral u¨ber die Verteilungsdichte nt(t). Es gilt
N(t) =
∫ t
t−aT
nt(τ) dτ.
Der Wachstumsprozeß wird durch die Gleichungen
nt(t) = 2nt(t− aT ) fu¨r t > 0 (2.3a)
nt(t) = nt,0(t) fu¨r − aT ≤t ≤ 0 (2.3b)
beschrieben. Jeweils nach der Generationszeit aT verdoppelt sich die Zahl der sich teilen-
den Zellen. Vergleicht man die Modelle nach Gleichung (2.2) und (2.3), so wird deutlich,
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daß im ersten Fall nur ein Anfangswert, na¨mlich die Zellzahl N0 zu Beginn des Beobach-
tungsintervall, erforderlich ist. Das zweite Modell des diskreten Teilungsprozesses beno¨tigt
dagegen die Zelldichte n(t) im Intervall −aT ≤ t ≤ 0. Diese zusa¨tzliche Information ent-
spricht der Verteilung der Zellen u¨ber den Zellzyklus zum Zeitpunkt t = 0.
Die Gu¨ltigkeit des durch die Gleichungen (2.3) formulierten Modells ist jedoch auf ei-
ne konstante Generationszeit aT eingeschra¨nkt. Desweiteren bereitet es Schwierigkeiten,
die Verha¨ltnisse wa¨hrend der kontinuierlichen Kultur zu beschreiben, in der fortwa¨hrend
ein Teil der Zellen aus dem Reaktor gespu¨lt wird. Daher ist es zweckma¨ßig, eine eigene
Variable a fu¨r den Zustand des Zellzyklus einzufu¨hren. Die Variable a beschreibt das Zy-
klusalter, wobei der Zellzyklus mit a = 0 beginnt und mit a = aT endet. Die Zelldichte
ist nun abha¨ngig von den beiden Variablen Prozeßzeit t und Zyklusalter a. Die Zelldich-
te n(t) nach Gleichung (2.3) gibt jeweils die Zelldichte zum Zeitpunkt des beginnenden
Zellzyklus an. Die Zelldichte na(t, a) im Zykluszustand a zur Zeit t ist also identisch mit
der Zelldichte n zur Zeit t − a, da die Zellen vor der Zeit ∆t = a in den neuen Zyklus
eingetreten sind. Es gilt der Zusammenhang
na(t, a) = nt(t− a) fu¨r 0 ≤ a ≤ aT
zwischen der Zelldichte na(t, a) und nt(t).
Mit der Beschreibung der Zellpopulation in Abha¨ngigkeit von Prozeßzeit t und Zyklusal-
ter a ist es mo¨glich, die beobachteten Eigenschaften der Zellen genauer anzugeben, als dies
durch eine Zeitabha¨ngigkeit allein mo¨glich wa¨re. Ist die Wachstumsrate ju¨ngerer Zellen
gro¨ßer als diejenige a¨lterer kurz vor der Teilung stehender Zellen, so fu¨hrt dies zu einer mit
dem Zyklusalter a abnehmenden Funktion der Wachstumsrate. In kontinuierlicher Kultur
ist unter gewissen Umsta¨nden eine Synchronisation des Wachstumsverhaltens zu beobach-
ten, das heiß die Wachstumsbedingungen fu¨hren zu einer Akkumulation von Zellen in der
gleichen Zyklusphase. Derartige Beobachtungen machen es notwendig, auch den Zyklus-
zustand bei der Beschreibung der Zelldichte zu beru¨cksichtigen. Abschnitt 2.2 stellt daher
ein dynamisches Modell des Zellzyklus vor, das es erlaubt, die Wachstumseigenschaften
in Abha¨ngigkeit des Zellzykluszustandes anzugeben.
Der Zellzyklus endet mit der Teilung der Zellen. Das Modell in Gleichung (2.3) geht von
zwei nahezu gleichen Zellen aus, die den na¨chsten Zellzyklus beginnen. Die Teilung der
Hefe ist jedoch unsymmetrisch, das heißt nach einer Wachstumsphase bildet sich an der
Zellwand eine Sproßzelle aus. Hat die Sproßzelle eine gewisse Gro¨ße erreicht, schnu¨rt sie
sich von der Mutterzelle ab und beide Zellen beginnen einen neuen Zellzyklus (siehe Bild
1.2). Die Sproßzelle ist in der Regel kleiner als die Mutterzelle und beno¨tigt eine la¨ngere
Zeit fu¨r den Zellzyklus. Eine Zellpopulation besteht also aus einer Vielzahl von Zellen, die
eine unterschiedliche Entwicklungsgeschichte (Genealogie) aufweisen. Um eine heterogene
Population beschreiben zu ko¨nnen, ist es notwendig, Zellen mit gleichen oder a¨hnlichen Ei-
genschaften zu einer Klasse zusammenzufassen. Das gewa¨hlte Modell sollte mit mo¨glichst
wenigen Klassen in der Lage sein, die beobachteten Pha¨nomene wiederzugeben.
Teilt man die Zellzahl N(t) der Population in Gleichung (2.3) in zwei Teilpopulationen
mit NP (t) Mutter- und ND(t) Tochterzellen, so gilt fu¨r die Klasse der Mutterzellen
na,P (t, 0) = na,D(t, aT,D) + na,P (t, aT,P ) fu¨r t > 0 (2.4a)
na,P (0, a) = na,P,0(a) fu¨r 0 ≤ a ≤ aT,P (2.4b)
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und die Zahl der Mutterzellen berechnet sich aus
NP (t) =
∫ aT,P
0
na,P (t, a) da (2.4c)
mit den Generationszeiten aT,P und aT,D fu¨r Mutter- und Tochterzellklasse. Die Zelldichte
der Mutterzellen bildet sich aus der Summe der sich teilenden Mutter- und Tochterzellen.
Eine analoge Gleichung beschreibt das Wachstum der Tochterzellen.
In einer Kultur mit mehreren Teilpopulationen genu¨gt jede Zellklasse einem Gleichungs-
system der Form (2.4). Die Kopplung zwischen den Gleichungen entsteht durch die Bi-
lanzierung der Zellen an den Klassenu¨berga¨ngen zum Zeitpunkt der Teilung — das ge-
nealogische Populationsmodell. Abschnitt 2.3 stellt ein allgemeines Modell vor, das u¨ber
dieses a¨ußerst einfache Modell, bestehend aus Mutter- und Tochterzellklasse, hinausgeht.
2.2 Dynamisches Modell des Zellzyklus
Das Zyklusmodell beinhaltet die Vorga¨nge und Eigenschaften einer Zelle zwischen Ge-
burt und Sprossung. Insbesondere geht es hierbei um die A¨nderungen des Stoﬀwechsels
und der Morphologie. Um beides beschreiben zu ko¨nnen, ist zuna¨chst festzulegen, wo-
durch der Zellzyklus charakterisiert sein soll. Der Zellzyklus kann beispielsweise direkt an
das Zyklusalter oder die Masse einer einzelnen Zelle gekoppelt sein. Genetische Ansa¨tze
begreifen den Zellzyklus als eine Kette von Ereignissen, die determiniert nacheinander
ablaufen. A¨ndern sich die Umgebungsbedingungen, so ist es nicht ausreichend, das in Ab-
schnitt 2.1 eingefu¨hrte Zyklusalter a zur Beschreibung des Zustandes des Zellzyklus zu
verwenden. Im folgenden wird der Zellzyklus durch eine auf das Intervall [0, 1] normierte
Variable p beschrieben. Die Masse der Zellen und das Zyklusalter lassen sich eindeutig
durch statische oder dynamische Beziehungen der Variablen p zuordnen. Die Annahme,
daß eine Variable zur Beschreibung des Zyklus ausreicht, stellt eine Vereinfachung dar,
die es jedoch erlaubt, die wesentlichen Merkmale des Zyklus zu untersuchen. Mit anderen
Worten bedeutet dies, daß die Eigenschaften der in den Zellzyklus eintretenden Zellen
gemittelt werden mu¨ssen. Die im Rahmen des Populationsmodells unterschiedene Her-
kunft der Zellen hat sicherlich auch Auswirkungen auf Speicherstoﬀgehalt oder Gro¨ße der
Zellen. Nach Beginn eines neuen Zyklus wird mit einer Zelle mit mittleren Eigenschaften
gerechnet.
Die Geschwindigkeit q, mit der die Zellen den Zellzyklus p durchlaufen, ist durch die
Gleichung
qp(t, p) =
dp
dt
(2.5)
gegeben. Die Bilanz u¨ber das in Bild 2.3 skizzierte Volumenelement fu¨hrt auf
np(t, p)− np(t+∆t, p)
∆t
+
qp(t, p)np(t, p)− qp(t, p+∆p)np(t, p+∆p)
∆p
= −λnp(t, p)
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Bild 2.3: Zellbilanz u¨ber ein inﬁnitesimales Zellzyklussegment [p, p+∆p] im Zeitintervall [t, t+∆t].
wobei der Koeﬃzient λ einen zur Zellzahl proportionalen Verlustterm darstellt. Bei einer
kontinuierlichen Kultur ist λ identisch mit der Verdu¨nnungsrate D. Die Gro¨ße λ entha¨lt
jedoch auch das, wegen des geringen Anteils an dieser Zellklasse in kontinuierlicher Kultur
in der Regel vernachla¨ssigbare, Absterben a¨lterer Zellen.
Der U¨bergang ∆t→ 0 und ∆p→ 0 fu¨hrt auf die partielle Diﬀerentialgleichung
∂np(t, p)
∂t
+
∂(qp(t, p)np(t, p))
∂p
= −λnp(t, p) mit 0 ≤ p ≤ 1 (2.6a)
mit der Anfangsbedingung
np(0, p) = np,0(p) (2.6b)
sowie der Randbedingung fu¨r den Beginn des Zellzyklus (qp ≥ 0)
qp(t, 0)np(t, 0) = u0(t) (2.6c)
fu¨r den allgemeinen Transportprozeß durch den Zellzyklus. Der Zuﬂuß der Zellen u0(t) zu
Beginn des Zellzyklus stellt die Schnittstelle zum Populationsmodell dar. Fu¨r ein einfaches
Modell mit lediglich einer Zellklasse und einer Teilung in zwei gleiche Zellen ergibt sich
der Zuﬂuß mit
u0(t) = 2 qp(t, 1)np(t, 1)
jeweils aus der doppelten Anzahl der Zellen am Ende des Zyklus. Auf den Zuﬂuß des
allgemeinen Populationsmodells wird in Abschnitt 2.3 eingegangen.
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Die durch Gleichung (2.6) beschriebenen Transportprozesse kommen in vielen Systemen in
der Natur vor. So wird z.B. auch eine der Grundgleichungen in der Hydrodynamik aus der
Massenbilanz gebildet. Die Zelldichte ist mit der Wasserho¨he eines Flusses in eindimen-
sionaler Betrachtung in Fließrichtung vergleichbar. Die Fließgeschwindigkeit wird in der
Stro¨mungsmechanik aus einer Impulsbilanz abgeleitet, wa¨hrend die Zellzyklusgeschwin-
digkeit u¨ber das Substratangebot eingepra¨gt ist. Ra¨umliche Eﬀekte spielen im Gegensatz
zur Stro¨mungsmechanik keine Rolle.
Substitution der Zyklusvariablen
Die Beschreibung des Zellzyklus in Abha¨ngigkeit von der normierten Variablen p ist rein
willku¨rlich. Gleichwertige Modelle des Zellzyklus lassen sich auch fu¨r andere Variablen
angeben. Natu¨rlich a¨ndern sich die Diﬀerentialgleichung (2.6) und die Zelldichte bei einer
Variablentransformation. Im folgenden gelte fu¨r die unterschiedlichen Zyklusvariablen p
und a der allgemeine Zusammenhang
a = f(p)
wobei f eine eindeutige umkehrbare Transformationsvorschrift ist.
Die Zelldichte np(t, p) bezu¨glich der Zyklusvariablen p ist deﬁniert mit Hilfe der Zellzahl
Np(t, p) mit
Np(t, p) =
∫ p
0
np(t, p
′)dp′.
Die Zellzahl Np(t, p) gibt die Zahl aller Zellen zum Zeitpunkt t an, die im Zellzyklus nicht
weiter als p fortgeschritten sind. Fu¨r p = 1 ergibt sich also die Zellzahl N(t) = Np(t, 1)
der gesamten Population. Die Zellzahl ist unabha¨ngig von der Wahl der Zyklusvariablen,
das heißt fu¨r den gleichen Zykluszustand, der sowohl durch p als auch durch a = f(p)
gekennzeichnet ist, gilt die Identita¨t
Np(t, p) = Na(t, a(p)).
Hieraus leitet sich fu¨r die Zelldichte np(t, p) unter Verwendung der Kettenregel der Zu-
sammenhang
np(t, p) =
dNp(t, p)
dp
=
dNa(t, f(p))
da
=
dNa(t, a)
da
df(p)
dp
ab. Durch Ersetzen der Zellzahl Na durch die Zelldichte na ergibt sich der Zusammenhang
zwischen der Zelldichte np(t, p) bezu¨glich p und der Zelldichte na(t, a) bezu¨glich a zu
np(t, p) = na(t, a(p))
da
dp
. (2.7)
Diese Beschreibung des Zellzyklus zieht eine durch den Faktor da/dp modiﬁzierte Zell-
dichte nach sich.
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Weist die Deﬁnition der neuen Zyklusvariablen a eine Abha¨ngigkeit von t und p mit
a = f(t, p) auf, so ist dies bei der partiellen Ableitung der Zelldichte entsprechend
∂na(t, f(p, t))
∂t
=
∂na(t, a)
∂t
+
∂na(t, a)
∂a
∂f(t, p)
∂t
(2.8)
zu beru¨cksichtigen.
In den folgenden Abschnitten werden die beiden am ha¨uﬁgsten verwendeten Beschreibun-
gen des Zellzyklus untersucht. Hierbei handelt es sich um das Zyklusalter a (Bellgardt,
1994a; Hjortso und Nielsen, 1994) und die Masse der einzelnen Zelle m (Stra¨ssle, 1988).
Anschließend wird eine allgemeine Darstellung basierend auf der normierten Variablen
p abgeleitet. Die normierte Darstellung ermo¨glicht eine einfache und u¨bersichtliche Im-
plementierung des Zellzyklusmodells. Die beiden Variablen Zyklusalter a und Masse m
ergeben sich dann in Abha¨ngigkeit von der normierten Variablen p.
2.2.1 Zyklusvariable Zyklusalter
Soll der Zellzyklus diskutiert werden, liegt es nahe, das bereits in Abschnitt 2.1 eingefu¨hrte
Zyklusalter a ∈ [0, aT ] einer Zelle zu verwenden. Das Zyklusalter einer Zelle ist durch die
seit der letzten Sprossung der Zelle zum Zeitpunkt t = t0 vergangene Zeit
a(t) = t− t0 (2.9)
deﬁniert. Da das Zyklusalter a sich nach Gleichung (2.9) direkt aus der Prozeßzeit t
ableitet, gilt fu¨r die Geschwindigkeit der Zellen im Zellzyklus
qa(t, a) =
da
dt
= 1. (2.10)
Die Zellen teilen sich, wenn das Zyklusalter die Generationszeit aT erreicht. Der Zell-
zyklus la¨ßt sich, wie in Abschnitt 2.2 hergeleitet, durch eine eindimensionale partielle
Diﬀerentialgleichung erster Ordnung der Form
∂na(t, a)
∂t
+
∂na(t, a)
∂a
= −λna(t, a) fu¨r 0 ≤ a ≤ aT (2.11a)
mit der Anfangsverteilung
na(0, a) = na,0(a) (2.11b)
und der Randbedingung (Sprossung)
na(t, 0) = u0(t) (2.11c)
beschreiben. Hierbei bezeichnet na(t, a) die Zellzahl, t die Prozeßzeit und a das Zyklusalter
der Zellen.
Zur Bestimmung der Randbedingung fu¨r p = 0 wird auch hier das Populationsmodell
herangezogen. Die Funktion u0(t) charakterisiert die Summe der Zuﬂu¨sse aus den ver-
schiedenen Zellklassen des Modells, deren Zellen in dieser Klasse zusammengefaßt werden.
Fu¨r das Beispiel des Ein-Klassen-Modells mit der Teilung in zwei gleiche Zellen gilt
na(t, 0) = 2na(t, aT ).
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n (t,a)a
a
0 ∆a aT a + aT ∆ a *+ aT ∆
Bild 2.4: Bilanz der sprossenden Zellen im Intervall t ∈ [−∆a, 0] jeweils am Anfang und Ende des
Zellzyklus
2.2.1.1 A¨nderung der Generationszeit
Das Wachstum der Mikroorganismen ist abha¨ngig von dem aktuellen Na¨hrstoﬀangebot.
Bei einem guten Angebot steigt die Wachstumsrate an und die Generationszeit sinkt.
Entsprechend fu¨hren verschlechterte Wachstumsbedingungen zu einer Verla¨ngerung der
Generationszeit. Vera¨ndert sich die Generationszeit aT , so hat dies eine Auswirkung auf
den Zellstrom u0, der in den neuen Zyklus mu¨ndet. Eine Verku¨rzung der Generationszeit
fu¨hrt zu einer momentanen Erho¨hung des Zuﬂusses, wa¨hrend eine Verla¨ngerung einen
geringeren Zuﬂuß zur Folge hat.
Bild 2.4 zeigt schematisch jeweils Anfang und Ende eines Zellzyklus mit der Generati-
onszeit aT . Die Bilanz u¨ber die beiden schraﬃerten Bereiche fu¨hrt auf die Abha¨ngigkeit
fu¨r die Zelldichte bei einer A¨nderung der Generationszeit. Dargestellt ist eine Verku¨rzung
der Generationszeit von aT auf aT innerhalb der Zeit ∆t. Die Zellen zur Zeit t mit dem
Alter ∆a sind zur Zeit t − ∆t mit ∆a = ∆t durch Teilung entstanden. Das Alter der
sich teilenden Zellen betrug aT = aT (t−∆t). Verla¨ngert man den Zellzyklus wie in Bild
2.4 gezeigt u¨ber das Alter aT hinaus, so muß die Bilanz der Zelldichte u¨ber die beiden
inﬁnitesimalen Zyklusintervalle [aT (t), a

T +∆a] und [0,∆a] ausgeglichen sein.
Die Integration u¨ber die inﬁnitesimalen Zyklusintervalle ergibt∫ ∆a
0
na(t, a) da =
∫ aT (t−∆t)+∆a
aT (t)
na(t, a) da (2.12)
mit der Eulerdiskretisierung bei kleinem ∆t
aT (t+∆t) = aT (t) +
daT
dt
∆t (2.13)
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und fu¨r den U¨bergang auf inﬁnitesimale Gro¨ßen mit lim∆a→ 0 und ∆a = ∆t gelingt es,
das Integral durch das Produkt
na(t, 0) = na(t, aT (t))
(
1− daT
dt
)
(2.14)
zu ersetzen. Die A¨nderung der Generationszeit und damit die A¨nderung des Substratan-
gebotes wirkt sich auf die Verteilungsdichte in diesem Modell aus. Eine sich periodisch
a¨ndernde Generationszeit fu¨hrt zu einer entsprechend vera¨nderten Verteilungsdichte. Dies
muß jedoch nicht allein ausreichend sein, um eine Synchronisation der Verteilungsdichte
herbeizufu¨hren, wie in Abschnitt 2.4.5 gezeigt.
2.2.1.2 Normierte Darstellung des Zyklusalters
Sowohl fu¨r den Vergleich von verschiedenen Modellen als auch fu¨r die numerische Lo¨sung
ist es wu¨nschenswert, den Wertebereich der Zyklusvariablen auf ein Intervall mit festen
Intervallgrenzen zu normieren.
Die Transformation auf das Interval p ∈ [0, 1] gelingt durch
p = f(t, a) =
a
aT (t)
(2.15)
und fu¨hrt nach Gleichung (2.7) auf die normierte Verteilungsdichte np(t, a) mit
na(t, a) = np(t, f(t, a))
dp
da
=
1
aT (t)
np(t,
a
aT (t)
).
Eingesetzt in die Diﬀerentialgleichung (2.11) zur Beschreibung des Zellzyklus durch das
Zyklusalter folgt nach Anwendung der Produktregel die Gleichung
− 1
aT (t)
2
daT
dt
np(t, p) +
1
aT (t)
∂np(t, f(t, a))
∂t︸ ︷︷ ︸
7
+
1
aT (t)
∂np(t, f(t, a))
∂a︸ ︷︷ ︸
7
= −D 1
aT (t)
np(t, p),
wobei sich die mit 7 gekennzeichneten Terme mit Hilfe von Gleichung (2.8) auﬂo¨sen lassen.
Nach Multiplikation mit aT (t) ergibt sich die gesuchte Form
− 1
aT (t)
daT
dt
np(t, p) +
(
∂np(t, p)
∂t
+
∂np(t, p)
∂p
∂f(t, a)
∂t
)
+
∂np(t, p)
∂p
∂f(t, a)
∂a
= −Dnp(t, p)
in Abha¨ngigkeit der normierten Zyklusvariablen p. Das Einsetzen der partiellen Ableitung
nach der Zeit
∂p
∂t
= − a
aT (t)
2
daT
dt
= −p 1
aT (t)
daT
dt
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liefert schließlich die normierte Form der Diﬀerentialgleichung
∂np(t, p)
∂t
+
1
aT (t)
(
1− pdaT
dt
)
︸ ︷︷ ︸
qa(t, p)
∂np(t, p)
∂p
=
(
1
aT (t)
daT
dt
−D
)
np(t, p) (2.16)
mit der Randbedingung
np(t, 0)
1
aT
= np(t, 1)
1
aT (t)
(
1− daT
dt
)
.
In dieser Darstellung ist die Zyklusgrenze p = 1 immer konstant. Die Randbedingungen
a¨hneln denen in Gleichung (2.14). Dieses Ergebnis besta¨tigt daher die in Abschnitt 2.2.1.1
gemachten U¨berlegungen, nach denen sich eine A¨nderung der Generationszeit unmittelbar
auf die Verteilungsdichte auswirkt.
2.2.2 Zyklusvariable Masse
Legt man die Zellmasse m als Zyklusvariable zugrunde, so hat dies den Vorzug, daß in den
Modellgleichungen die Wachstumsrate unmittelbar auftritt. Dies erleichtert die Kopplung
an das Substratangebot, indem man analog zu Gleichung (2.1) auch das Wachstum der
Masse einer einzelnen Zelle proportional zu ihrer Masse annimmt. Im Unterschied zu
Gleichung (2.1) wird hier allerdings die Wachstumsrate einer einzelnen Zelle beno¨tigt.
In Gleichung (2.1) bezeichnet µ die Wachstumsrate der Gesamtmasse M aller Zellen
der Kultur. Diese kann von der Wachstumsrate einer einzelnen Zelle abweichen, wenn
das Wachstum nicht durch die Zellmasse sondern beispielsweise durch die Oberﬂa¨che der
Zellen bestimmt ist. In diesem Fall ergibt sich eine Wachstumsrate µ(t,m), die auch von
der Zellmasse m abha¨ngig ist.
Fu¨r die Analyse der prinzipiellen Zusammenha¨nge ist es allerdings in einem ersten Schritt
nicht notwendig, eine derartige Abha¨ngigkeit zu beru¨cksichtigen. So fu¨hrt beispielsweise
das oben erwa¨hnte Verha¨ltnis zwischen Oberﬂa¨che und Masse lediglich zu einer verzerr-
ten Zellverteilung. Dies hat unter Umsta¨nden auch Auswirkungen auf die morphologischen
Merkmale, wie den Sprossungsindex. Die mittlere Wachstumsrate in der kontinuierlicher
Kultur ist jedoch durch die Verdu¨nnungsrate vorgegeben. Es existiert daher kein Un-
terschied zwischen der mittleren Wachstumsrate einer Zelle und der Wachstumsrate der
gesamten Kultur.
Fu¨r die Zyklusgeschwindigkeit q einer Zelle gilt nach obigen Vereinfachungen der Zusam-
menhang mit der Wachstumsrate µ(t) entsprechend der Gleichung
qm(t,m) =
dm
dt
= µ(t)m(t). (2.17)
Die Beschreibung des Wachstums der Zellen in jeweils einem Zyklus gelingt entsprechend
Gleichung (2.6) durch die partielle Diﬀerentialgleichung
∂nm(t,m)
∂t
+
∂(qm(t,m)nm(t,m))
∂m
= −λnm(t,m) fu¨r m0 ≤ m ≤ m1 (2.18a)
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mit der Anfangsverteilung
nm(0, m) = nm,0(m) (2.18b)
und der Randbedingung (Sprossung)
qm(t,m0)nm(t,m0) = u0(t). (2.18c)
Hierbei bezeichnet t wiederum die Prozeßzeit und λ den Verlustterm. Eine Zelle beginnt
den Zellzyklus mit der Masse m0, wa¨chst an und hat mit dem Gewicht m1 die zur Spros-
sung notwendige Gro¨ße erreicht hat.
Mit Hilfe der Produktregel gelangt man zu der Darstellung
∂nm(t,m)
∂t
+ qm(t,m)
∂nm(t,m)
∂m
= −λnm(t,m)− ∂qm(t,m)
∂m
nm(t,m),
die einen zur A¨nderung der Wachstumsrate qm(t,m) proportionalen Verdu¨nnungsterm
aufweist. Die Beziehung vereinfacht sich schließlich bei Beru¨cksichtigung von Gleichung
(2.17) zu
∂nm(t,m)
∂t
+ qm(t,m)
∂nm(t,m)
∂m
= −(λ− µ(t))nm(t,m). (2.19)
Der Vorteil dieser Modellgleichungen gegenu¨ber der Altersbeschreibung liegt, neben der
expliziten Beru¨cksichtigung der Masse der einzelnen Zelle, insbesondere in den von der
Wachstumsrate unabha¨ngigen Intervallgrenzen der Zyklusvariablen. Sinkt infolge eines
Substratmangels die Wachstumsrate ab, so bleibt die Form der Zellverteilung zuna¨chst
erhalten. Die Wachstumsrate µ(t) = 0 ist gleichbedeutend mit einer im Zellzyklus un-
vera¨nderlichen Zellverteilung. Im Gegensatz hierzu fu¨hrt die Beschreibung durch das Zy-
klusalter fu¨r abnehmende Wachstumsraten zu großen, stetig wachsenden Generationszei-
ten. Das heißt, sowohl das durch die Generationszeit vorgegebene Ende des Zellzyklus als
auch das Alter der Zellen nehmen in gleichem Maße zu, ohne das sich die Reife der Zellen
a¨ndert. Auch in der normierten Form gibt die auf dem Zyklusalter basierende Darstellung
die biologischen Zusammenha¨nge nur ungenu¨gend wieder.
2.2.2.1 A¨nderung der minimalen und maximalen Zellmasse
Sind die Massen m1(t) und m2(t) zeitabha¨ngig, so wirkt sich dies a¨hnlich wie in den
Betrachtungen der sich a¨ndernden Generationszeit in Abschnitt 2.2.1.1 auf die Vertei-
lungsdichte nm(t,m) aus. Im allgemeinen Fall mit zeitvariablen Massen m0(t) und m1(t)
an den Zyklusra¨ndern gilt die Randbedingung
qm(t,m0)nm(t,m0)
(
1− 1
qm(t,m0)
dm0
dt
)
= qm(t,m1)nm(t,m1)
(
1− 1
qm(t,m1)
dm1
dt
)
,
(2.20)
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wobei die A¨nderung der Massen m0(t) und m1(t) nicht unabha¨ngig voneinander sind.
Eine vergro¨ßerte sich teilende Zelle fu¨hrt zu zwei in der Summe ebenfalls vergro¨ßerten
Zellen, die den na¨chsten Zellzyklus beginnen. Die Klassen, der die beiden neuen Zellen
angeho¨ren, werden durch das Populationsmodell festgelegt. Die folgenden Beispiele zeigen
den Einﬂuß im Ein- und Zwei-Klassen-Modell auf.
Beispiel: Fu¨r eine Klasse mit Teilung in zwei gleiche Zellen gilt das Verha¨ltnis m1 = 2m0
zwischen den Massen m0 und m1. Bei konstanter Wachstumsrate u¨ber den Zellzyklus gilt
fu¨r die Zyklusgeschwindigkeit qm(t,m1) = 2qm(t,m0). Hieraus kann man die Randbedin-
gung
qm(t,m0)nm(t,m0) = qm(t,m1)nm(t,m1)
ableiten. Eine vera¨nderte Teilungsgro¨ße hat keine Auswirkung auf die Verteilungsdichte
im Ein-Klassen-Modell.
Beispiel: Unterscheidet man lediglich zwei Klassen von kleineren Tochterzellen und gro¨ße-
ren Mutterzellen aufgrund der initialen Gro¨ßenm0,D undm0,P der Zellen, so muß in einem
geschlossenen System gefordert werden, daß die Zellen beider Klassen am Ende des Zellzy-
klus die gleiche Gro¨ße m1,D = m1,P = m1 aufweisen. Unterschiedliche Zellgro¨ßen wu¨rden
zu mehr als zwei verschiedenen Zellklassen nach der Teilung fu¨hren. Liegt das Verha¨ltnis
der ungleichma¨ßigen Teilung zwischen Sproß- und Mutterzelle mit c = const fest, dann
ergibt sich die initiale Masse der Tochterzellen bezogen auf die Endgro¨ße m1 zu
m0,D = cm1
und die der Mutterzellen zu
m0,P = (1− c)m1.
Eingesetzt in Gleichung (2.20) unter Beru¨cksichtigung von der Zyklusgeschwindigkeit in
Gleichung (2.17) folgt an allen Ra¨ndern und in beiden Klassen die gleiche Abha¨ngigkeit
von der sich a¨ndernden maximalen Masse
dm1
dt
.
In diesem Fall ergibt sich kein Einﬂuß auf die Verteilungsdichte.
Die Annahme eines konstanten Verha¨ltnisses c zwischen Mutter- und Tochterzellen stellt
jedoch einen Sonderfall dar, wie die Annahme einer konstanten initialen Gro¨ße der Mut-
terzellen m0,P zeigt. Fu¨r diesen Fall ergibt sich eine Teilung entsprechend
m0,D = m1 −m0,P
und
m0,P = const.
Eingesetzt in Gleichung (2.20) erkennt man, daß in diesem Fall die von
dm1
dt
abha¨ngigen Terme an den Ra¨ndern nicht mehr identisch sind. Bei einer A¨nderung der
Gro¨ße der Zellen m1 kommt es bei diesem Teilungsverha¨ltnis sehr wohl zu einem Einﬂuß
auf die Verteilungsdichte.
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2.2.2.2 Normierte Darstellung der Masse
Die normierte Darstellung der Gleichung (2.18) gelingt mit Hilfe einer Funktion, die das
Intervall [m0, m1] eindeutig auf das Intervall [0, 1] abbildet. Die logarithmische Deﬁnition
p =
ln m
m0
ln m1
m0
(2.21)
erweist sich als gu¨nstig, da sie auf eine vom Parameter p unabha¨ngige Zyklusgeschwin-
digkeit fu¨hrt. Mit der Diﬀerentiation nach m
dp
dm
=
1
ln m1
m0
1
m
liefert der Vergleich mit Gleichung (2.7) zwischen den Dichtefunktionen nm(t,m) und
np(t, p) bezu¨glich m und p den Zusammenhang
nm(t,m) =
1
ln m1
m0
1
m
np(t, p).
Somit ist es mo¨glich, in der Diﬀerentialgleichung (2.18) die Variablem durch p zu ersetzen.
Da in dem Produkt
qm(t,m)nm(t,m) =
µ(t)
ln m1
m0
np(t, p)
keine explizite Abha¨ngigkeit von m mehr auftritt, kann die Anwendung der Produktregel
entfallen. Durch Umformung von nm in np erha¨lt man die normierte Diﬀerentialgleichung
∂np(t, p)
∂t
+
µ
ln m1
m0︸ ︷︷ ︸
qp(t, p)
∂np(t, p)
∂p
= −λnp(t, p). (2.22)
2.2.3 Eigenschaften der Generationszeit
Die Generationszeit aT ha¨ngt von den Umgebungsbedingungen ab, denen die Zellen ausge-
setzt sind. Eine ho¨here Wachstumsrate fu¨hrt zu einer verku¨rzten Generationszeit, wa¨hrend
ein Absinken der Wachstumsrate eine Verla¨ngerung des Zellzyklus bedeutet. Bei der Ver-
wendung des Zyklusalters a als Zyklusvariable ist, anders als bei der Beschreibung durch
die Massem einer einzelnen Zelle, zuna¨chst keine Kopplung zwischen Substratangebot und
Wachstumrate enthalten. Um eine a¨quivalente Beschreibung mit den beiden unabha¨ngigen
Vera¨nderlichen zu erhalten, werden im folgenden die sich jeweils ergebenden Ausdru¨cke
fu¨r die Generationszeit verglichen. Die Generationszeit berechnet sich dabei als die Zeit,
die eine Zelle zu einem vollsta¨ndigen Durchlauf durch den Zellzyklus beno¨tigt.
Zuna¨chst wird das Wachstum einer Zelle basierend auf der Beschreibung des Zellzyklus
durch das Alter der Zellen untersucht. Bild 2.5 stellt die zeitvera¨nderliche Generationszeit
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aT (t), sowie das Alter a mehrerer Zellen A, B, C dar. Das Zyklusalter a einer Zelle A, die
zur Zeit t01 in den Zyklus eintritt, steigt proportional mit der Prozeßzeit t. Nach Gleichung
(2.9) gilt der Zusammenhang
a(t) = t− t01
zwischen Zyklusalter a und Prozeßzeit t. Hieraus leitet sich die Wachstumsgeschwindigkeit
zu
qa(t, a) =
da
dt
= 1
ab. Zum Zeitpunkt t04 erreicht das Zyklusalter mit
a(t) = t04 − t01 = aT (t04)
die aktuelle Generationszeit und der Zellzyklus endet mit der Teilung der Zelle. Nach der
Teilung beginnt das Zyklusalter der Zelle wieder bei a = 0.
Es wird deutlich, daß eine fallende Generationszeit zu einem Absinken der Zelldichte fu¨hrt,
wenn man die beiden Zellen B und C, die zu den Zeitpunkten t02 und t03 in den Zellzyklus
eintreten, betrachtet. Der Abstand im Zellzyklus dieser beiden Zellen betra¨gt
∆a1 = t03 − t02.
Das Ende des Zellzyklus der beiden Zellen liegt in einem Bereich mit sinkender Generati-
onszeit. Der na¨chste Zellzyklus der beiden Zellen beginnt zu den Zeitpunkten t05 und t06.
Der Abstand im Zellzyklus zwischen den beiden Zellen hat sich auf
∆a2 = t06 − t05 < ∆a1
verringert. Anhand der beiden exemplarisch betrachteten Zellen la¨ßt sich erkennen, daß
Zellen mit fallender Generationszeit zusammenru¨cken. Die Zelldichte steigt und fu¨hrt so
zu einer Synchronisation der Zellen im Zellzyklus.
Umgekehrt fu¨hrt eine steigende Generationszeit zu einer verringerten Zelldichte. Weist die
Generationszeit eine Steigung ≥ 1 auf, so kommt die Zellteilung sogar vo¨llig zum Erliegen.
Zwischen den Zeitpunkten t1 < t < t4 tritt keine Teilung auf. Dies wird deutlich, wenn
man die Gerade g1 in Bild 2.5 betrachtet. Die Zelle, deren Alter die Gerade beschreibt,
teilt sich zum Zeitpunkt t01. Zu den Zeitpunkten t2 und t3 schneidet die Gerade wiederum
die Generationszeit ohne daß hier eine Teilung stattﬁnden kann.
Wa¨hrend bisher der Zellzyklus durch das Zyklusalter a gekennzeichnet wurde, wird jetzt
der Zustand des Zellzyklus durch die Zellmasse m deﬁniert. In der Beschreibung des
Zellzyklus durch die Zellmasse m la¨ßt sich die Generationszeit aT nur implizit angeben.
Bild 2.6 zeigt die Wachstumsrate µ(t), sowie die auf die minimale Masse m0 normierte
Zellmasse m. Die Generationszeit einer Zelle, deren Zyklus zur Zeit t01 begann, berechnet
sich durch Integration u¨ber die Zyklusgeschwindigkeit qm(t). Nach Gleichung (2.17) gilt
qm(t,m) =
dm
dt
= µ(t)m(t),
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Bild 2.5: Zyklusalter a bei zeitvariabler Generationszeit aT(t). Zu den Zeitpunkten t01 bis t06 erreicht
das Zyklusalter a die Generationszeit aT(t) und die jeweilige Zelle beendet den Zellzyklus durch die
Teilung. Das Alter a im darauﬀolgenden Zellzyklus beginnt wieder mit a = 0
woraus sich durch Lo¨sung der Diﬀerentialgleichung die normierte Masse zu
ln
m(t)
m0
=
∫ t
t01
µ(t′)dt′
berechnet. Der Zyklus ist abgeschlossen, sobald die Identita¨t
ln
m1
m0
!
=
∫ t
t0
µ(t′)dt′
erfu¨llt ist. In Bild 2.6 ist das erstmalig zum Zeitpunkt t = t02 der Fall. Die Generationszeit
berechnet sich dann zu aT (t2) = t2 − t1. Eine Schwankung der Wachstumsrate fu¨hrt
bei dieser Form der Beschreibung zu einer A¨nderung der Geschwindigkeit, mit der die
Zellmasse zunimmt. Der Abstand zweier Zellen im Zellzyklus bleibt stets konstant. Die
A¨nderungen der Wachstumsrate haben also keinen Einﬂuß auf die Zelldichte.
Der Zusammenhang zwischen Wachstumsrate µ(t) und Generationszeit aT (t) ist allgemein
durch die Beziehung ∫ aT (t)+t0
t0
µ(t′)dt′ != ln
m1
m0
gegeben, wobei die Generationszeit in den Integrationsgrenzen auftritt.
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Bild 2.6: Wachstumsrate µ(t) und normierte Zellmasse m(t)/m0. Zu den Zeitpunkten t01 bis t04
erreichen die Zellen die maximale Masse m1 und teilen sich. Der neue Zyklus beginnt wieder mit der
Masse m(t) = m0
Fu¨r den stationa¨ren Fall mit µ(t) = const ist es mo¨glich, eine analytische Lo¨sung fu¨r das
Integral anzugeben. In diesem Fall gilt der statische Zusammenhang
aT (t) = ln
m1
m0
1
µ
= const (2.23)
zwischen der Wachstumsrate µ und der Generationszeit aT . Die fu¨r die Wachstumsra-
te µ gu¨ltige Substratkinetik kann somit verwendet werden, um die Generationszeit in
Abha¨ngigkeit vom Substratangebot anzugeben. Dieser Zusammenhang wird beispielswei-
se bei Hjortso und Nielsen (1995) verwendet. Die Gu¨ltigkeit ist jedoch auf den stationa¨ren
Fall beschra¨nkt. Die in Hjortso und Nielsen (1995) abgeleiteten auf der stationa¨ren Be-
trachtung basierenden Eigenschaften sind daher nicht geeignet, die dynamischen Vorga¨nge
zu beschreiben, infolge derer eine Synchronisation der Zellen auftritt. Zwischen der Zy-
klusvariablen und der Generationszeit bzw. der Wachstumsrate bestehen unterschiedliche
dynamische Abha¨ngigkeiten. Daher ist es nicht mo¨glich, a¨quivalente Beschreibungen des
Wachstumsverhaltens zu erhalten, wenn sowohl Wachstumsrate als auch Generationszeit
statisch an das Nahrungsangebot gekoppelt sind.
Betrachtet man das U¨bertragungsverhalten von Generationszeit bzw. Wachstumsrate und
der Zyklusvariablen, werden die prinzipiellen Unterschiede des dynamischen Verhaltens
klar. Mit dem zugrunde gelegten Zyklusalter a liefert die nach Gleichung (2.15) normierte
Zyklusvariable pa
pa(t) = (t− t0) 1
aT (t)
,
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wa¨hrend sich aus der Beziehung (2.21) die normierte Masse pm
pm(t) =
1
ln m1
m0
∫ t
t0
µ(t′)dt′
ergibt. Bei einer konstanten Wachstumsrate µ(t) und einer konstanten Generationszeit
aT (t), also stationa¨ren Verha¨ltnissen, zeigen beide Modelle das gleiche prinzipielle Verhal-
ten. In diesem Fall ist es mo¨glich, das Integral explizit als
pm(t) = (t− t0) µ
ln m1
m0
anzugeben. Die A¨nderung der Wachstumsrate bzw. der Generationszeit rufen jedoch
grundsa¨tzlich verschiedene Auswirkungen hervor. Das im Arbeitspunkt linearisierte Sy-
stem pa = f(
1
aT
) weist proportionales Verhalten auf, wa¨hrend das System pm = f(µ)
integralen Charakter hat. Bei einer gewu¨nschten statischen Kopplung zwischen aT bzw.
µ und dem Substratangebot erscheint die zweite Beziehung geeigneter zur Beschreibung
des Wachstums, da das gesamte aufgenommene Substrat die Masse der Zellen und damit
auch ihre Reife bestimmt. Die Generationszeit direkt an das Substratangebot zu koppeln
steht nicht in U¨bereinstimmung mit dem beobachteten Verhalten. Eine Erho¨hung der Sub-
stratkonzentration hat hier eine sofortige Sprossung der Zellen zur Folge, wenn sich diese
nur lange genug im Zellzyklus befunden haben. Die wa¨hrend dieser Zeit aufgenommene
Substratmenge spielt keine Rolle. Zellen, die den Zellzyklus kurz vor einer Ruhephase
beginnen, sprossen sobald wieder Substrat vorliegt, obwohl ihr Stoﬀwechsel wa¨hrend der
gesamten Ruhephase inaktiv gewesen ist.
Im Gegensatz hierzu ist in Bild 2.7 der typische Verlauf der Generationszeit nach einer
Ruhephase dargestellt, wenn man die Zellmasse als unabha¨ngige Vera¨nderliche verwen-
det und das Zyklusalter durch eine gekoppelte partielle Diﬀerentialgleichung berechnet.
Bis t = 10 h wird kein Substrat zugefu¨hrt. In der Ruhephase (ab t = 5 h), nach Ver-
brauch des gesamten vorliegenden Substrats, kommt das Wachstum zum Erliegen. Die
Generationszeit steigt wa¨hrend dieser Phase mit der Steigung eins. Der Start der konti-
nuierlichen Kultur (t = 10 h) ist am Anstieg der Substratkonzentration im Reaktor zu
erkennen. In den ersten Stunden nach dem Beginn der kontinuierlichen Kultur steigt die
Generationszeit weiter mit leicht verminderter Steigung an. Erst nachdem alle wa¨hrend
der Ruhephase inaktiven Zellen den Zellzyklus beendet haben, sinkt die Generationszeit.
Die La¨nge dieser Phase mit erho¨hter Generationszeit entspricht also ungefa¨hr der zu dem
neuen Substratangebot geho¨renden Generationszeit. Diese Generationszeit ist erst dann
meßbar, wenn die erste Zelle einen vollsta¨ndigen Zellzyklus wa¨hrend der kontinuierlichen
Kultur durchlaufen hat. Zwischen Generationszeit aT (t) und Wachstumsrate µ(t) bzw.
Substratangebot besteht lediglich im stationa¨ren Gleichgewicht ein statischer Zusammen-
hang nach Gleichung (2.23). Bei dynamischen Vera¨nderungen ist dies nicht der Fall.
Wie das Beispiel erkennen la¨ßt, weist die Beschreibung der Population durch das Zy-
klusalter a mehrere Nachteile auf. Stoppt das Wachstum, steigen das Alter a der Zellen
und die Generationszeit aT (t) linear mit der Prozeßzeit t an. Die auf das Alter bezogene
Verteilungsdichte verschiebt sich entsprechend. Die zur Begrenzung des Wertebereiches
eingefu¨hrte Normierung des Alters auf die Generationszeit, fu¨hrt in einer Ruhephase zu
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Bild 2.7: Generationszeit aT(t), Zyklusalter a und Substratkonzentration wa¨hrend einer Batch-Phase
(0-5h), Ruhephase (5-10h) und anschließender kontinuierlichen Kultur (ab 10h)
ausgepra¨gten Spitzen in der Verteilungsdichte. Die Zellen na¨hren sich aufgrund des stei-
genden relativen Alters immer weiter dem Intervallende an. Mit den in Abschnitt 3.1 un-
tersuchten numerischen Verfahren lassen sich derartige spitze Verteilungen jedoch nicht
berechnen.
Das Zugrundelegen eines statischen Zusammenhanges zwischen Wachstumsrate und Ge-
nerationszeit wu¨rde im Falle einer sprunghaften Erho¨hung der Substratkonzentration zu
einem starken Abfall der Generationszeit und zur Sprossung einer großen Anzahl von
Zellen und damit zu einem falschen Ergebnis fu¨hren. Auch eine Zelle, die kurz vor der
Ruhephase in den Zyklus eingetreten ist, wu¨rde sich bei dieser Betrachtung nach genu¨gend
langer Ruhephase erneut teilen. Fu¨r eine brauchbare Beschreibung des Zusammenhanges
zwischen Generationszeit und Substratangebot ist es also erforderlich, sowohl die Zell-
masse als auch das Zyklusalter der Zellen zu beru¨cksichtigen.
2.2.4 Zusammenfassung
Im folgenden sind die dynamischen Gleichungen des Zyklusmodells zusammengefaßt. Der
Kern des Modells besteht aus der Beschreibung der Zellverteilung im Zyklus. Um weitere
biologische Eigenschaften in das Modell aufzunehmen, ist es jedoch notwendig zusa¨tzliche
Gro¨ßen einzufu¨hren: In erster Linie handelt es sich hierbei um die bereits ausfu¨hrlich
beschriebenen Gro¨ßen, na¨mlich die Zellmasse und des Zyklusalter einer einzelnen Zelle.
Fu¨r die Zellzahl np(t, p) gilt die aus der Massenbilanz abgeleitete Diﬀerentialgleichung
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(2.6). Im Modell ﬁndet die folgende Form entsprechend
∂np(t, p)
∂t
+
∂ (qp(t, p)np(t, p))
∂p
= −D(t)np(t, p) (2.24a)
np(0, p) = np,i(p) (2.24b)
qp(t, 0)np(t, 0) = u0(t) (2.24c)
mit der Zyklusgeschwindigkeit qp(t, p) = dp/dt Verwendung. Die Funktion np,i beschreibt
dabei die Anfangsverteilung der Zellen.
Andere Eigenschaften wie z.B. Zyklusalter, Zellmasse oder Speicherstoﬀeinlagerung ge-
horchen in analoger Weise weiteren partiellen Diﬀerentialgleichungen. Im folgenden sind
diese fu¨r die Zellmasse m, die Speicherstoﬀkonzentration cT , die Gesamtmasse M und das
Zyklusalter a abgeleitet. Hierbei handelt es sich um alle fu¨r die vorgestellte Modellrech-
nung relevanten Eigenschaften der Zellen. Die mit i indizierten Gro¨ßen bezeichnen auch
hier die Anfangsverteilung der betreﬀenden Eigenschaften in Zellzyklus.
Die Zellmasse m genu¨gt dem in Gleichung (2.17) angegebenen allgemeinen Zusammen-
hang
d
dt
m(t, p) = µ(t)m(t, p).
Die totale Diﬀerentiation von m(t, p) liefert die Abha¨ngigkeit von Prozeßzeit t und Zell-
zyklus p entsprechend der Gleichung
∂m(t, p)
∂t
+ qp(t, p)
∂m(t, p)
∂p
= µ(t)m(t, p) (2.25a)
m(0, p) = mi(p) (2.25b)
m(t, 0) = m0(t). (2.25c)
Bei einem festen Zusammenhang zwischen der Zellmassem und der normierten Zellzyklus-
variablen p ist eine Lo¨sung der partiellen Diﬀerentialgleichung (2.25) nicht erforderlich.
Statt dessen kann die Beziehung zwischen m und p verwendet werden.
In a¨hnlicher Weise kann die Beschreibung fu¨r beliebige zellinterne Konzentrationen abge-
leitet werden. Fu¨r die Konzentration der Speicherstoﬀe cT gilt beispielsweise die Beziehung
d
dt
cT (t, p) = rT (t)m(t, p),
dabei sind sowohl die Speicherstoﬀkonzentration als auch die Zellmasse auf die einzelnen
Zellen bezogen. Die totale Diﬀerentiation fu¨hrt dann auf die gesuchte Form
∂cT (t, p)
∂t
+ qp(t, p)
∂cT (t, p)
∂p
= rT (t)m(t, p) (2.26a)
cT (0, p) = cT,i(p) (2.26b)
cT (t, 0) = cT,0(t). (2.26c)
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Sind nicht die auf die einzelne Zelle bezogenen Angaben erwu¨nscht sondern die in der
gesamten Kultur vorliegenden Konzentrationen, so ergeben sich diese durch Multiplika-
tion der entsprechenden bezogenen Gro¨ßen mit der Zellzahl. Es ist jedoch auch mo¨glich,
eigene Diﬀerentialgleichungen fu¨r diese Gro¨ßen aufzustellen. So gelingt es zum Beispiel
unter Verwendung der Diﬀerentialgleichungen (2.24) fu¨r die Zellzahl n und (2.25) fu¨r die
Zellmasse m, die Masse aller Zellen M in Abha¨ngigkeit von Prozeßzeit t und Zellzyklus p
anzugeben. Die Gesamtmasse M mit
M(t, p) = m(t, p)np(t, p)
erha¨lt man durch Multiplikation der Zellzahl np(t, p) mit der Masse der einzelnen Zelle
m(t, p). Der U¨bersichtlichkeit halber wurde auf die Angabe der Abha¨ngigkeiten von t und
p in der folgenden Ableitung verzichtet.
Die Addition der mit m multiplizierten Gleichung (2.24) und der mit np multiplizierten
Gleichung (2.25) liefert die Diﬀerentialgleichung(
∂m
∂t
+ q
∂m
∂p
)
np +m
(
∂np
∂t
+
∂ (qp np)
∂p
)
= (µm)np −m (Dnp).
Die Gleichung entha¨lt Produkte zwischen m und n beziehungsweise deren erste Ableitun-
gen. Durch Umordnung der Produkte la¨ßt sich eine Diﬀerentialgleichungen in M ablesen.
Das Zusammenfassen zeitlicher und ra¨umlicher Ableitungen liefert(
∂m
∂t
np +m
∂np
∂t
)
+
(
∂m
∂p
(qpnp) +m
∂(qpnp)
∂p
)
= µmnp −Dmnp,
wobei es mo¨glich ist, die Klammerausdru¨cke unter Beachtung der Produktregel durch die
zeitliche bzw. ra¨umliche Ableitung des Produktes mnp zu ersetzen. Somit ergibt sich der
gesuchte Zusammenhang zu
∂M
∂t
+
∂ (qpM)
∂p
= µM −DM (2.27a)
M(0, p) = mi(p)np,i(p) (2.27b)
M(t, 0) = m0(t)np(t, 0). (2.27c)
Diese Gleichung verwendet unter anderem auch Stra¨ssle (1988). Zur Berechnung der Masse
einer Zelle m bei gegebener Gesamtmasse M und Zelldichte np ist allerdings eine Division
notwendig. Auch die Bestimmung der Anfangbedingung erfordert eine Division, wenn der
Fluß u0(t) und nicht die Zelldichte np(t, 0) vorliegt. Beno¨tigt man alle Gro¨ßen np, m und
M , so erweist es sich daher als gu¨nstiger, die Diﬀerentialgleichung (2.25) fu¨r die Masse m
einer Zelle zu lo¨sen als die Diﬀerentialgleichung (2.27) fu¨r die Gesamtmasse M .
Wird die Angabe des Zyklusalters a gewu¨nscht, so ist die folgende partielle Diﬀerential-
gleichung zu lo¨sen. Das Zyklusalter einer Zelle ergibt sich nach Gleichung (2.9) zu
a(t, p) = t− t0,
wobei die Ableitung nach der Zeit stets konstant ist. Es gilt
d
dt
a(t, p) = 1
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und somit fu¨hrt die totale Diﬀerentiation nach der Prozeßzeit t und der Zyklusvariablen
p auf die partielle Diﬀerentialgleichung
∂a(t, p)
∂t
+ qp(t, p)
∂a(t, p)
∂p
= 1 (2.28a)
a(0, p) = ai(p) (2.28b)
a(t, 0) = 0, (2.28c)
wobei das Zyklusalter zu Beginn des Zyklus stets null ist. Die Generationszeit aT (t) der
Population ist dann am Ende des Intervalls fu¨r a(t, p = 1) ablesbar.
2.2.4.1 A¨nderung der Zyklusgrenzen
Die in Abschnitt 2.2.4 angegebenen dynamischen Gleichungen gelten fu¨r feste Grenzen
der Zyklusphasen. A¨ndern sich die Grenzen einer Zyklusphase, so treten die nachfolgend
angegebenen zusa¨tzlichen Terme bei der Berechnung der Zyklusgeschwindigkeit qp(t, p)
auf; diese haben einen Einﬂuß auf die Verteilungsdichte np(t, p).
Als Beispiel dient eine Zyklusphase, die durch die Zellmasse m charakterisiert ist. Die
minimale Masse ist dabei mit m0 und die maximale Masse mit m1 bezeichnet. Die Zy-
klusvariable pm berechnet sich durch Normierung der Zellmasse m auf die Grenzen m0
und m1. Eine A¨nderung dieser Grenzen fu¨hrt daher auch zu einem vera¨nderten Zusam-
menhang zwischen der Masse m und der Zyklusvariablen p. Vergro¨ßert sich bei konstanter
Masse m1 die untere Grenze m0, so verschiebt sich die einer konstanten Masse entspre-
chende Zyklusvariable in Richtung p = 0 (siehe Bild 2.8). Es entsteht ein ﬁktiver, dem
durch das Wachstum verursachten Fluß qp,µ ≥ 0 entgegengesetzter Fluß qp,v. Es ist erfor-
derlich, Gleichung (2.29) um einen Term, der die A¨nderung von m0(t) beru¨cksichtigt, zu
erweitern. Fu¨r die Funktion p = f(m,m0) gilt nun
qp(t, p) =
dp
dt
=
df(m,m0)
dt
=
∂f(m,m0)
∂m
dm
dt︸ ︷︷ ︸
qp,µ
+
∂f(m,m0)
∂m0
dm0
dt︸ ︷︷ ︸
qp,v
wobei sich fu¨r dm0
dt
= 0 die bekannte Beziehung fu¨r feste Grenzen m0, m1 ergibt. Die
Zyklusgeschwindigkeit qp teilt sich auf in einen der Wachstumsrate µ(t) proportionalen
Teil qp,µ und einen durch die A¨nderung der Normierung hervorgerufenen ﬁktiven Fluß
qp,v. Fu¨r die A¨nderung der oberen Grenze m1(t) ergibt sich ein entsprechender Term.
Beispiel: Im Falle des in Gleichung (2.31) angenommenen linearen Zusammenhangs p =
fL(m) zwischen Masse m und Zyklusvariable p ergibt sich bei der in Bild 2.8 skizzierten
A¨nderung der unteren Grenze m0(t) der Fluß zu
qp(t, p) =
(
p− m0
m1 −m0
)
µ(t)︸ ︷︷ ︸
qp,µ
+
1
m1 −m0 (p− 1)
dm0
dt︸ ︷︷ ︸
qp,v
.
Der Betrag des Flusses qp,v sinkt proportional zum Anstieg der Zyklusvariablen p. Fu¨r
p = 1 gilt schließlich qp,v = 0.
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Bild 2.8: Zyklusvariable p und Zyklusgeschwindigkeit qp = qp,µ + qp,v bei A¨nderung der unteren
Grenze von m0 = m′0 auf m0 = m
′′
0
Nach abgeschlossener A¨nderung der unteren Grenze von m0 = m
′
0 auf m
′′
0 > m
′
0 gilt
wiederum dm0
dt
= qp,v = 0. Die Wachstumsgeschwindigkeit qp,µ ist jedoch auf
qp,µ(t, fL(m)) =
m
m1 −m′′0
µ(t) >
m
m1 −m′0
µ(t)
angestiegen, da die Zellen den Zellzyklus bereits mit der gro¨ßeren Zellmasse m′′0 beginnen.
2.2.4.2 Kopplung mit anderen Modellteilen
Das Zyklusmodell ist in das Populationsmodell eingebettet. Das den Zellzyklus charak-
terisierende Zyklusalter der Zellen steigt an und nach der Teilung beginnen zwei neue
Zellen einen weiteren Zellzyklus. In der Regel ist es jedoch erforderlich, neben dem Zy-
klusalter auch das genealogische Alter der Zellen zu beru¨cksichtigen. In diesem Fall teilt
sich die Gesamtzahl der Zellen in mehrere Klassen auf. Jede dieser Klassen erfordert eine
unabha¨ngige Berechnung des Zellzyklus. Neben der Zellverteilung ko¨nnen auch einzelne
Modellparameter von einer Klasse zur na¨chsten voneinander abweichen. Zu welcher Klasse
eine Zelle nach vollendetem Zyklus geho¨rt, wird schließlich durch das Populationsmodell
festgelegt. Die Kopplung zu dem in Abschnitt 2.3 vorgestellten Populationsmodell ﬁndet
also durch den Zuﬂuß u0(t) bzw. den Abﬂuß q(t, 1)n(t, 1) = u1(t) statt.
Die Wachstumsrate µ bzw. die weiteren Stoﬀwechselraten, wie z.B. rT , ha¨ngen vom Na¨hr-
stoﬀangebot ab. Das im Abschnitt 2.4 vorgestellte Stoﬀwechselmodell beschreibt die bei
den jeweiligen Umgebungsbedingungen mo¨glichen Reaktionsraten. Die Ru¨ckwirkung auf
die Umgebungsbedingungen erfolgt durch die Aufnahme bzw. die Produktion von Substra-
ten und Produkten sowie der Biomasse. Hierzu ist in der Regel eine Integration u¨ber die
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verteilten Gro¨ßen des Zyklusmodells notwendig. Fu¨r den Bioreaktor stellt das im Anhang
A.2 dargestellte Reaktormodell eine gute Approximation der Umgebungsbedingungen dar.
Durch die Zellmasse, den Speicherstoﬀgehalt und weitere Gro¨ßen ist es mo¨glich, beobach-
tete morphologische Eigenschaften der Zellen in die Modellrechnung aufzunehmen. Die
eingefu¨hrte Zyklusvariable erfordert gleichzeitig eine Erweiterung des Stoﬀwechselmodells,
da zusa¨tzliche Angaben fu¨r die Berechnung notwendig sind. Hierbei handelt es sich bei-
spielsweise um die Anfangszellmasse mi(t). Desweiteren ist hier die Zyklusgeschwindig-
keit q(t, p) festzulegen. Dies kann beispielsweise durch eine Verknu¨pfung von Zyklus und
Zellmasse geschehen. Dabei charakterisiert die Funktion p = f(m) den Zykluszustand
p in Abha¨ngigkeit der Masse m. Sie ist monoton wachsend mit den Randbedingungen
p(m = m0) = 0 fu¨r die untere und p(m = m1) = 1 fu¨r die obere Grenze. Durch die
feste Abha¨ngigkeit zwischen Masse und Zellzyklus ist auch die Zyklusgeschwindigkeit qp
eindeutig bestimmt. Nach Gleichung (2.5) gilt
qp(t, p) =
dp
dt
=
df(m)
dt
=
∂f(m)
∂m
dm
dt
. (2.29)
Die beiden nachfolgenden Beispiele dienen zur Erla¨uterung mo¨glicher Funktionen f(m).
Beispiel: Es gelte der lineare Zusammenhang p := fL(m) entsprechend
fL(m) =
m−m0
m1 −m0 fu¨r m0 ≤ m ≤ m1 (2.30)
mit der minimalen Masse m0 und der maximalen Masse m1. Eingesetzt in Gleichung
(2.29) ergibt sich unter Verwendung von Gleichung (2.17) die Beziehung
qp(t, p) =
(
p− m0
m1 −m0
)
µ(t), (2.31)
die einen Zusammenhang zwischen der Zyklusgeschwindigkeit und der Wachstumsrate
herstellt. Bei einer linearen Abha¨ngigkeit zwischen der Zyklusvariablen und der Zellmasse
steigt also die Wachstumsgeschwindigkeit mit zunehmender Zyklusvariable an.
Beispiel: Nimmt die Masse exponentiell im Verlauf des Zellzyklus mit
m = m0
(
m1
m0
)p
(2.32)
zu, so gilt der Zusammenhang p := fE(m) entsprechend
fE(m) =
ln m
m0
ln m1
m0
fu¨r m0 ≤ m ≤ m1
und fu¨hrt im Gegensatz zum ersten Beispiel auf eine von der Zyklusvariablen p unabha¨ngi-
ge Wachstumsgeschwindigkeit
qp(t, p) =
1
ln m1
m0
µ(t),
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hat aber eine aufwendigere Berechnung des Zusammenhanges zwischen der Masse und
der Zyklusvariablen zur Folge.
In gleicher Weise kann der Zellzyklus durch
qa =
1
T
auf eine konstante Zeit T festgelegt werden. In diesem Fall ist die Zellmasse mit Hilfe der
Diﬀerentialgleichung (2.25) zu berechnen.
Die vorgestellten Mo¨glichkeiten zur Deﬁnition des Zellzykluszustands ﬁnden im Stoﬀwech-
selmodell in Abschnitt 2.4 Verwendung.
2.3 Populationsmodell
Das Populationsmodell faßt Zellen mit a¨hnlichen Eigenschaften in Klassen zusammen.
Die Klasseneinteilung orientiert sich dabei am genealogischen Alter der Zellen. Hierbei
ist das genealogische Alter i als die Anzahl der von einer Zelle vollsta¨ndig durchlaufenen
Zellzyklen zu verstehen. Mit dem Ende des Zellzyklus einer Zelle entsteht eine neue Toch-
terzelle mit dem genealogischen Alter i = 0, wa¨hrend das Alter der Mutterzelle sich um
eins erho¨ht. Sowohl die Tochterzelle wie auch die Mutterzellen geho¨ren nach der Teilung
in der Regel einer anderen Klasse an als die urspru¨ngliche Zelle. Das Populationsmodell
beschreibt diesen Wechsel zwischen den Klassen fu¨r alle Zellen.
Das Populationsmodell weist damit, wie auch schon das Zellzyklusmodell, eine gro¨ßere
Komplexita¨t auf, als das in Abschnitt 2.1 vorgestellte einfache Wachstumsmodell. Das
dru¨ckt sich durch die in den Modellen eingefu¨hrten Abha¨ngigkeiten der Biomasse vom
Zykluszustand und dem genealogischen Alter aus. Die Berechnung des Wachstums in
Abha¨ngigkeit vom Zykluszustand erfordert, wie in Abschnitt 2.2 gezeigt, die Lo¨sung einer
partiellen Diﬀerentialgleichung erster Ordnung. Das genealogische Alter ist im Gegensatz
zum Zellzykluszustand eine ganzzahlige Variable. Die Anzahl der Klassen ist zusa¨tzlich
in realen Anwendungen auf einige wenige Klassen beschra¨nkt. Fu¨r jede dieser Klassen
ist der Zellzyklus separat zu berechnen. Entsprechend der Anzahl der unterschiedenen
Klassen vervielfacht sich die Zahl der zu lo¨senden Diﬀerentialgleichungen. Es ist jedoch
nicht notwendig, eine partielle Diﬀerentialgleichung mit zwei unabha¨ngigen Variablen,
na¨mlich dem Zellzyklus und dem genealogischen Alter, zu lo¨sen.
Das einfachste Populationsmodell entha¨lt nur eine einzige Klasse. Nach der Teilung be-
ginnen alle Zellen den Zellzyklus erneut in derselben Klasse. Dieses Modell ist nur sinnvoll
fu¨r die Teilung einer Zelle in gleiche Teile. Das einfachste Modell, das eine ungleichma¨ßige
Teilung beru¨cksichtigt, unterscheidet mindestens je eine Klasse von Tochter- und Mut-
terzellen. In diesem Zwei-Klassen-Modell haben sich die Tochterzellen noch nicht geteilt
(i = 0); eine Mutterzelle hat sich bereits mindestens einmal geteilt (i ≥ 1). Zellen, die sich
bereits ha¨uﬁger geteilt haben, geho¨ren im Zwei-Klassen-Modell ebenfalls der Mutterklas-
se an. Die beiden Klassen sind also gekennzeichnet durch i ∈ {0, 1} und werden mit den
Indizes D und P bezeichnet. In einem geschlossenen System ist es notwendig, daß Zellen
mit mehr als einer Teilung ebenfalls der Mutterklasse angeho¨ren.
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Bild 2.9: Genealogisches Modell einer Zellpopulation mit g Mutter- (Pi) und g + 1 Tochterklassen
(Di). Ein vollsta¨ndiger Zellzyklus ist in einem Oval zusammengefaßt (Grover und Woldringh, 1995)
Zur expliziten Beru¨cksichtigung von Zellen ho¨heren Alters in jeweils einer eigenen Klasse,
la¨ßt sich das Modell beispielsweise bis zu einem maximalen Alter g erweitern. Die g + 1
Klassen i = 0 bis g enthalten dann die Zellen mit dem entsprechenden genealogischen
Alter (Anzahl der Zellzyklen). Sie werden durch die Indizes P0 bis Pg gekennzeichnet,
wobei P0 hier synonym zu D fu¨r die Tochterklasse verwendet wird. Durch Teilung einer
Zelle des Alters i entstehen jeweils eine Tochterzelle der Klasse i = 0 und eine Mutterzelle
der Klasse min(i+1, g). Das heißt auch hier wird die Klasse der a¨ltesten Zellen mit i = g
nicht mehr verlassen. Der Prozeß des genealogischen Alterns ist in Bild 2.9 dargestellt.
Experimentell ist es mo¨glich, das Alter der Mutterzellen durch Anfa¨rbung der bei der
Teilung entstandenen Sprossungsnarben auf der Zellwand zu bestimmen (siehe Bild 1.1
auf Seite 22).
Nach dem bisher gesagten, geho¨ren alle Tochterzellen unabha¨ngig von ihrer Herkunft
zur Klasse i = 0. Eine zusa¨tzliche Unterteilung der Tochterzellen nach ihrer Herkunft
gelingt durch die Einfu¨hrung des Alters der Mutterzelle j einer Tochterzelle. Die Klasse
der Tochterzellen P0 bzw. D wird auf diese Weise durch g + 1 Tochterklassen D0 bis
Dg ersetzt. Diese genealogisch nu¨tzliche Klasseneinteilung ist experimentell nicht aus den
Sprossungsnarben abzuleiten, da die Zahl der Sprossungsnarben fu¨r alle Tochterklassen
unabha¨ngig von ihrer Herkunft i = 0 gilt. Bei der Teilung einer Mutterzelle mit i Narben
entsteht eine Zelle der Tochterklasse j = i. Nach einem weiteren Zellzyklus entstehen
aus dieser Tochterzelle der Klasse j eine Zelle der Tochterklasse j = 0 und eine Zelle der
Mutterklasse i = 1. Da die Zellen aller Tochterklassen keine Narbe aufweisen, faßt man die
Sproßzellen aller Tochterklassen in der Tochterklasse j = 0 zusammen. Die entsprechende
Klassenstruktur ist in Bild 2.9 dargestellt.
Auch in dem erweiterten Modell kommt man um die Zusammenfassung von Zellen ver-
schiedener Herkunft nicht herum. Eine weitere Diﬀerenzierung ist zwar denkbar, jedoch
nicht unbedingt zweckma¨ßig. Ziel der Modellbildung ist vielmehr, die Struktur der Po-
pulation mit mo¨glichst wenigen Klassen aber so vielen Klassen wie no¨tig zu charakteri-
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sieren. Konsequenterweise werden Klassen mit gleichen Eigenschaften zu einer einzigen
Klasse zusammengefaßt. Die Anzahl der zu beru¨cksichtigenden Klassen ha¨ngt hierbei von
der Fragestellung ab. Lord und Wheals (1980) und Thompson und Wheals (1980) haben
beispielsweise bei der Untersuchung der Generationszeiten in asynchroner Kultur heraus-
gefunden, daß bei ihren Experimenten die Unterscheidung von zwei Klassen ausreichend
ist.
Im Rahmen dieser Arbeit liegt das erweiterte Populationsmodell zugrunde, das auf den
oben geschilderten U¨berlegungen fu¨r Mutter- und Tochterzellen basiert. Dies ist notwen-
dig, um die erforderliche Struktur fu¨r die jeweilige Anwendung beurteilen zu ko¨nnen. Im
folgenden Abschnitt werden die allgemeinen Modellgleichungen vorgestellt.
2.3.1 Modellgleichungen
Die folgende Betrachtung gilt dem allgemeinen von Grover und Woldringh (1995) vor-
geschlagenen genealogischen Modell. Wie in Bild 2.9 skizziert, unterscheidet das Modell
zwischen Mutter- und Tochterzellen, wobei letztere ebenfalls durch das Alter der Mutter-
zellen charakterisiert werden.
Der Zellzyklus endet mit der Teilung einer Zelle in Mutter- und Tochterzelle. Aufgrund der
unsymmetrischen Teilung geho¨ren diese beiden Zellen anschließend verschiedenen Klassen
an. Jede Zellklasse ist durch eine Zelldichte ni(t, p) charakterisiert, wobei i ∈ {Dj, P i}
hier die Indizes aller Zellklassen des Populationsmodells bezeichnet. Zur Berechnung der
Zellverteilung jeder Klasse ist die Lo¨sung der Diﬀerentialgleichung (2.6) erforderlich (Seite
35). Der U¨bergang der Zellen nach der Teilung aus ihrer bisherigen Klasse in eine neue
Klasse wird durch die Randbedingungen des Zyklusmodells in Gleichung (2.6c) beschrie-
ben. Der Zuﬂuß ui,0(t) einer Klasse i mit
ui,0(t) = qi(t, 0)ni(t, 0) =
∑
j
ai,j qj(t, 1)nj(t, 1) (2.33)
ist darstellbar in Form einer gewichteten Summe u¨ber die Teilungsrate aller Klassen j
des Modells. Der Koeﬃzient ai,j ist genau dann eins, wenn die bei der Teilung einer Zelle
der Klasse j entstandene Mutter- oder Tochterzelle im na¨chsten Zellzyklus der Klasse i
angeho¨rt. In allen anderen Fa¨llen gilt ai,j = 0.
Im folgenden wird die Abku¨rzung
ui(t, p) = qi(t, p)ni(t, p) (2.34)
eingefu¨hrt, wobei ui(t, p) den Zellﬂuß der Klasse i im Zellzyklus bezeichnet. Gleichung
(2.33) la¨ßt sich dann schreiben als
ui(t, 0) =
∑
j
ai,j uj(t, 1). (2.35)
Der Fluß ui bezeichnet dabei nur den Fluß in einer Klasse i. Das System aller Klassen
la¨ßt sich allgemein durch eine Vektorgleichung formulieren. Hierzu wird die quadratische
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Matrix A = {ai,j} und der Vektor U(t, p) = [. . . ui(t, p) . . . ]T deﬁniert. Die Randbedin-
gungen fu¨r alle Klassen des Populationsmodells lassen sich dann ausdru¨cken durch die
Gleichung
U(t, 0) = AU(t, 1), (2.36)
wobei die Spaltenvektoren den Fluß ui aller Klassen des Systems enthalten.
Zuna¨chst sei das Zwei-Klassen-Modell bestehend aus einer Mutterklasse P und einer Toch-
terklasse D betrachtet. Fu¨r die beiden Klassen i mit i ∈ {D,P} gelten die Randbedin-
gungen
uD(t, 0) = uD(t, 1) + uP (t, 1)
uP (t, 0) = uD(t, 1) + uP (t, 1)
fu¨r den Zellﬂuß in die Klassen. Der zugeho¨rige Spaltenvektor U(t, p) mit
U(t, p) =
[
uD(t, p) uP (t, p)
]T
entha¨lt zwei Elemente, wobei der senkrechte Strich dabei den Fluß in Mutter- und Toch-
terklasse trennt. Mit Hilfe der Vektorschreibweise ergibt sich die Bilanzgleichung des Zwei-
Klassen-Modells zu
U(t, 0) =
[
1 1
1 1
]
U(t, 1).
Die Matrix A = {ai,j} ist in diesem Fall voll besetzt, da, unabha¨ngig von der zugeho¨rigen
Klasse, bei der Teilung immer eine Mutter- und eine Tochterzelle entstehen. Es ist zu
erkennen, daß die erste Zeile der Matrix A die Zuﬂu¨sse in die Tochterklasse, die zweite
Zeile entsprechend die Zuﬂu¨sse in der Mutterklasse kennzeichnen. In der ersten Spalte
ist die Zugeho¨rigkeit einer ehemaligen Zelle der Tochterklasse nach Ende eines Zellzyklus
abzulesen. Die zweite Spalte gilt fu¨r die Mutterzellen. Auch fu¨r Modelle mit mehreren
Klassen teilt sich die Matrix A fu¨r Mutter- und Tochterzellen in vier Quadranten.
Im erweiterten Populationsmodell werden die Mutterzellen in Klassen mit steigendem ge-
nealogischen Alter, das heißt mit zunehmender Anzahl durchlaufener Zyklen, aufgeteilt.
Die ju¨ngsten Zellen, die Tochterzellen, unterscheiden sich untereinander zusa¨tzlich auf-
grund des Alters ihrer jeweiligen Mutterzelle. Bei g unterschiedlichen Mutterklassen P1
bis Pg resultieren hieraus g+1 Tochterzellklassen D0 bis Dg. Nach Vollendung des ersten
Zellzyklus werden die Tochterzellen nicht weiter unterschieden. Es sei angenommen, daß
diese nun dieselben Eigenschaften aufweisen. Die Summe u¨ber alle Tochterzellklassen ist
daher deﬁniert als Klasse P0 mit
uP0(t, p) =
g∑
j=0
uDj(t, p) (2.37)
bestehend aus allen Zellen, die sich im ersten Zellzyklus beﬁnden und keine Sprossungs-
narbe aufweisen.
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Mit dieser Abku¨rzung la¨ßt sich das genealogische Reifen der g + 1 Tochterzellklassen Dj
durch die Gleichungen
uD0(t, 0) = uP0(t, 1)
uD1(t, 0) = uP1(t, 1)
...
uDj(t, 0) = uPj(t, 1)
...
uD(g−1)(t, 0) = uP (g−1)(t, 1)
uDg(t, 0) = uPg(t, 1)
(2.38a)
und das der g Mutterzellklassen durch die Gleichungen
uP1(t, 0) = uP0(t, 1)
uP2(t, 0) = uP1(t, 1)
uP3(t, 0) = uP2(t, 1)
...
uPi(t, 0) = uP (i−1)(t, 1)
...
uP (g−1)(t, 0) = uP (g−2)(t, 1)
uPg(t, 0) = uP (g−1)(t, 1) + uPg(t, 1)
(2.38b)
ausdru¨cken. Zu Beginn des Zellzyklus ist die Summe der Tochterzellen hierbei stets iden-
tisch der Summe der Mutterzellen
g∑
j=0
uDj(t, 0) =
g∑
j=0
uPi(t, 1) =
g∑
i=1
uPi(t, 0).
Mit Hilfe des Vektors der Zellﬂu¨sse ui
U =
[
uD0 · · · uDg uP1 · · · uPg
]T
ist es mo¨glich, die quadratische Matrix A = {ai,j} aus R2g+1×2g+1 als
A =


1 · · · 1
0
0 · · · 0 0
I
1 · · · 1
0
0 · · · 0 0
...
I 0
1




g+1

 g
︸ ︷︷ ︸
g+1
︸ ︷︷ ︸
g
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anzugeben. Die Matrix teilt sich wieder in vier Untermatrizen fu¨r die Tochter- und Mut-
terklassen. In der Matrix ist zu erkennen, daß die Summe der Tochterzellen hier ausschließ-
lich in die Mutter-Klasse P1 und die Tochter-Klasse D0 mu¨nden, da in den linken g + 1
Spalten jeweils nur die Zeilen fu¨r die erste Mutter- und Tochterklasse besetzt sind. Die
Matrizen I sind hierbei Einheitsmatrizen mit der Ordnung g bzw. g−1 und die Matrizen 0
stellen jeweils rechteckige Nullmatrizen aus Rg×g+1 bzw. aus Rg−1×g+1 dar. Die Einheits-
matrix oben links kennzeichnet den U¨bergang der Sproßzellen aus der Mutterklasse i in
die Tochterklasse j = i. Die Spur der unteren Einheitsmatrix liegt in der Nebendiagonalen
der Teilmatrix unten links, da das Alter der Mutterzellen mit jeder Sprossung zunimmt.
Die Zellen der a¨ltesten Klasse bleiben schließlich in derselben Klasse.
Mit Hilfe der in den Abschnitten 2.2 und 2.3 eingefu¨hrten Gleichungen ist es mo¨glich,
das Wachstum einer Kultur von Mikroorganismen unter Beru¨cksichtigung von Zellzyklus
und genealogischem Alter zu beschreiben. Diese Modellgleichungen stellen den Kern des
Zellzyklus- und Populationsmodells dar. Fu¨r die Beschreibung spezieller biologischer Or-
ganismen ist zusa¨tzlich die Kenntnis der Kopplung von Wachstumsrate und Umgebungs-
bedingungen notwendig. Der folgende Abschnitt stellt daher ein Stoﬀwechselmodell vor.
Desweiteren werden Werte fu¨r die biologischen Parameter in allen Modellteilen angegeben.
2.4 Stoﬀwechselmodell
Die in den Abschnitten 2.2 und 2.3 vorgestellten Modelle des Zellzyklus und der Populati-
onsstruktur erlauben eine detaillierte Beschreibung des Wachstums von Mikroorganismen.
Mit der dort eingefu¨hrten Erweiterung bezu¨glich der Variablen fu¨r das Zyklusalter und
das genealogische Alter steigt jedoch auch der Aufwand, den Zusammenhang zwischen
Wachstum und Stoﬀwechsel herzustellen. Beim einfachen kinetischen Wachstumsmodell
in Abschnitt 2.1 war die Wachstumsrate lediglich eine Funktion der Zeit. Die Wachstums-
rate im erweiterten Modell beru¨cksichtigt zusa¨tzlich den Zellzyklus und das genealogische
Alter. Daru¨ber hinaus ha¨ngen weitere Modellparameter, wie zum Beispiel die minimale
bzw. maximale Masse zu Beginn und Ende des Zyklus oder das Teilungsverha¨ltnis zwi-
schen Mutter- und Tochterzellen von den Umgebungsbedingungen ab. Zur Beschreibung
der Wachstumsrate sind neben den prima¨ren Substraten auch Speicherstoﬀe zu beru¨ck-
sichtigen. Diese ko¨nnen, wie beispielsweise Trehalose oder Ethanol, zellintern oder -extern
vorliegen.
Bild 2.10 dient dazu, die Verbindung des Zellzyklus- und Populationsmodells mit dem
strukturierten Stoﬀwechselmodell sowie deren Beziehung zum Reaktormodell schematisch
darzustellen. Ziel der Betrachtung ist, die Gesamtbiomasse entsprechend dem genealogi-
schen Alter und dem Zellzykluszustand der Zellen aufzuteilen. Die Unterscheidung meh-
rerer genealogischer Klassen im Populationsmodell fu¨hrt auf ein wesentlich komplexeres
Stoﬀwechselmodell. Ist der Stoﬀwechsel zweier Zellklassen identisch, so kann man die
Klassen zusammenfassen, was die genealogische Klassenstruktur vereinfacht.
Die Wachstumsrate ha¨ngt von einer großen Zahl von Einﬂußgro¨ssen ab. Hierbei handelt es
sich beispielsweise um das Substrat- und das Sauerstoﬀangebot, Zusa¨tze von Aminosa¨ur-
en oder Spurenelementen zur Na¨hrlo¨sung und Temperatur oder pH-Wert. Eine weitere
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Bild 2.10: Das Populationsmodell fu¨hrt entsprechend der Anzahl der unterschiedenen Zellklassen
(z.B.: Mutter- und Tochterzellen) zu einer Vervielfachung des Stoﬀwechselmodells. In der Graphik
bezeichnet S Substrat, P Produkt und X Biomasse, sowie RS die Aufnahme- und RX und RP die
Produktionsraten. Die Einfu¨hrung einer Verteilungsdichtefunktion M(t, p) statt der Gesamtbiomasse
X ermo¨glicht es, Zellzyklusereignisse im Modell zu beru¨cksichtigen. Die Wachstumsrate µ(t, p) ha¨ngt
ebenfalls vom Zellzyklus ab. Nach vollsta¨ndig durchlaufenem Zellzyklus teilen sich die Zellen und
gehen in eine ihrem Alter entsprechende Zellklasse u¨ber
wichtige Einﬂußgro¨ße ist der biologische Stamm des ausgewa¨hlten Organismus. Da die
zu betrachtenden Einﬂußgro¨ßen von derart großer Zahl sind, behilft man sich in der
Regel mit sogenannten Standardbedingungen. Die Standardbedingungen ko¨nnen durch
einen diskreten Wert oder durch ein zula¨ssiges Intervall einer Prozeßgro¨ße gekennzeichnet
sein. Handelt es sich um ein Intervall, dann gilt stets, daß innerhalb der angegebenen
Grenze keine signiﬁkante Vera¨nderung des Systemverhaltens zu beobachten ist. Durch die
starke Abha¨ngigkeit des Wachstums von den genannten Umgebungsbedingungen ist eine
Vergleichbarkeit zwischen Experimenten, denen nicht dieselben Standardbedingungen zu
Grunde liegen, bestenfalls qualitativ mo¨glich.
Die Synthese von Zellmaterial steht am Ende einer langen Kette von enzymatisch gesteuer-
ten Reaktionen in einem biochemischen Stoﬀwechselnetz. Die wesentlichen biochemischen
Stoﬀwechselwege des Organismus S. cerevisiae sind bekannt. Bellgardt (1984) verwen-
dete ein vereinfachtes stationa¨res Stoﬀwechselnetz, das die fu¨r das Wachstum der Hefe
wichtigsten Stoﬀwechselpfade entha¨lt. Diese ermo¨glichen es, die Zerlegung der wichtig-
sten Substrate, Glucose und Ethanol, zu beschreiben. Dabei ist die Wachstumsrate an
die katabolen Flu¨sse im Netz gekoppelt. Gegenu¨ber einem auf Ertragskoeﬃzienten basie-
renden Modell weist das Stoﬀwechselnetz den Vorteil auf, leichter auf weitere Substrate
erweiterbar zu sein. Dies ist mo¨glich, da der Abbau anderer Substrate sich ha¨uﬁg ebenfalls
u¨ber die im Modell enthalten zentralen Stoﬀwechselwege vollzieht. Die Eigenschaften der
Hauptstoﬀwechselwege sind in der Regel u¨bertragbar. Eine begrenzte Kapazita¨t einzelner
enzymatischer Schritte im Stoﬀwechselnetz, wie z.B. die respiratorische Kapazita¨t, gelten
in der Regel fu¨r alle Substrate.
Jeder Zellzyklus teilt sich in die in Abschnitt 1.1 beschriebenen Zyklusphasen. Es ist da-
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von auszugehen, daß wa¨hrend des gesamten Zellzyklus dieselbe enzymatische Ausstattung
in der Zelle vorhanden ist. Das heißt, sowohl in der durch Massenzunahme gekennzeich-
neten G1-Phase als auch wa¨hrend der Umstrukturierung in der S-Phase liegt dasselbe
Stoﬀwechselnetz zugrunde. Die Flu¨sse in den einzelnen Reaktionen sind jedoch vermut-
lich unterschiedlich. Der nachfolgende Abschnitt 2.4.1 ist dem zugrunde liegenden Stoﬀ-
wechselnetz gewidmet. Es schließt sich die Regulation der Flu¨sse im Stoﬀwechselnetz in
Abschnitt 2.4.2 und die Kopplung der zwischen Stoﬀwechselnetz und Zellzyklus bzw. ge-
nealogischem Alter in Abschnitt 2.4.3 an.
In zunehmenden Maße ﬁnden genetisch deﬁnierte bzw. vera¨nderte Organismen fu¨r die
Analyse in der kontinuierlichen Kultur Verwendung. Im Rahmen der fortschreitenden
Analyse der Verknu¨pfung zwischen genetischer Information und physiologischer Funktion
ist es wu¨nschenswert, das Wachstum dieser Organismen zu untersuchen. Als Seitenef-
fekt der genetischen Manipulation sind die Organismen aufgrund fehlender enzymatischer
Schritte in der Biosynthese nicht in der Lage, einige essentielle Aminosa¨uren zu syntheti-
sieren. Um dennoch diese Organismen verwenden zu ko¨nnen, mu¨ssen diese Aminosa¨uren
der Na¨hrlo¨sung hinzugefu¨gt werden. Die Hefe kann diese komplexen Bausteine direkt zum
Aufbau der Biomasse verwenden. Ein Teil der normalerweise zur Synthese aufzuwenden-
den Energie und Bausteine wird in diesem Fall nicht beno¨tigt: Die Folge davon ist eine
gro¨ßere Ausbeute bezogen auf das eigentliche Substrat. Andere Zusa¨tze in der Na¨hrlo¨sung,
wie z.B. Hefeextrakt, enthalten ebenfalls komplexe Bausteine, die der Zelle die Synthese
der Biomasse erleichtern. Will man ein Modell fu¨r einen gro¨ßeren Bereich von Umgebungs-
bedingungen erstellen, das komplexe Bausteine in der Na¨hrlo¨sung beru¨cksichtigt, so sind
auch die Pfade des anabolen Stoﬀwechsels mit in das Stoﬀwechselnetz aufzunehmen. Ab-
schnitt 2.4.1 fu¨hrt ein derartiges Stoﬀwechselnetzwerk ein, das auf den in Cortassa et al.
(1995) enthaltenen Angaben zur Zusammensetzung der Biomasse basiert.
Der Stoﬀwechsel der Zellen in allen Zyklusphasen und Umgebungsbedingungen genu¨gt
stets gewissen Randbedingungen. Bei vollsta¨ndiger Bilanzierung des elementaren Stoﬀ-
umsatzes du¨rfen beispielsweise keine Fehlbetra¨ge in den Stoﬀstro¨men der beteiligten che-
mischen Elemente auftreten. Mengenma¨ßig am sta¨rksten beteiligt sind dabei die Elemen-
te Kohlenstoﬀ (C), Wasserstoﬀ (H), Stickstoﬀ (N) und Sauerstoﬀ (O). Die sogenannte
CHNO-Bilanz kann verwendet werden, die Meßwerte auf Meßfehler aufzuspu¨ren bzw.
auszugleichen (Heijden et al., 1994a,b,c). Dies kann zur Erho¨hung der Gu¨te der Messung
der Prozeßparameter verwendet werden. Daru¨ber hinaus ist eine Aussage mo¨glich, ob alle
relevanten Reaktionsprodukte beru¨cksichtigt wurden.
2.4.1 Katabole und anabole Stoﬀwechselpfade
Beim Stoﬀwechsel von Mikroorganismen unterscheidet man zwischen Katabolismus und
Anabolismus. Der katabole Stoﬀwechsel zerlegt zuna¨chst die komplexen Kohlenstoﬀquel-
len in einfachere Verbindungen und dient der Energiegewinnung. Der Organismus S. ce-
revisiae ist beispielsweise in der Lage, Glucose, Glycerin, Pyruvat, Lactat, Acetat oder
Ethanol zu verwerten (Cortassa et al., 1995). Aus den Zwischen- und Endprodukten des
Katabolismus wird im Anabolismus unter Einsatz der gewonnenen Energie die Zellmasse
aufgebaut.
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Bild 2.11: Verknu¨pfung des Katabolismus mit den anabolen Stoﬀwechselwegen von S. cerevisiae.
Der Aufbau der Biomasse beginnt mit der Synthese niedermolekularer Bausteine aus Precursor-
Elementen des katabolen Stoﬀwechsels. Die Aminosa¨uren, Lipide, Nucleotide und Polysaccharide
bilden schließlich die funktionalen Einheiten der Zelle (Gottschalk, 1986)
Der Aufbau der Zellmasse geschieht in mehreren Stufen. Bild 2.11 zeigt die Phasen dieses
Stoﬀwechsels. Am Anfang steht die Synthese der Aminosa¨uren. Diese ko¨nnen auch, falls
im Medium vorhanden, von der Zelle direkt aufgenommen werden, wobei auf diese Weise
die zur Synthese notwendige Energie eingespart wird. Im Fall genetisch vera¨nderter Zellen,
bei denen die Stoﬀwechselwege zur Synthese einer Aminosa¨ure blockiert sind (auxotrophe
Sta¨mme), ist der Zusatz von Aminosa¨uren stets notwendig.
Der Ertragskoeﬃzient fu¨r das Wachstum der Biomasse unter Verwendung eines Substra-
tes la¨ßt sich ha¨uﬁg nur experimentell bestimmen. Wa¨hrend beispielsweise der Stoﬀwech-
selweg zur Zerlegung von Glucose und Ethanol klar durch die Glykolyse und Alkohol-
dehydrogenase beschrieben ist, fa¨llt es a¨ußerst schwer, die Bildung von Biomasse zu quan-
tiﬁzieren. Bei Verwendung von synthetischen Medien ist es mo¨glich, die Biomasseproduk-
tion an einige wenige, durch die Glykolyse zur Verfu¨gung gestellten Bausteine zu koppeln
(Bellgardt, 1984). Zusa¨tze wie Hefeextrakt oder Aminosa¨uren fu¨hren zu einer erheblichen
A¨nderung der Flu¨sse im Stoﬀwechselnetz. Will man diese Bestandteile in der Na¨hrlo¨sung
beru¨cksichtigen, so ist die Kenntnis der Anteile der Aminosa¨uren bzw. des Hefeextraktes
an der Biomasse notwendig. In Bruinenberg et al. (1983) sind entsprechenden Daten zu
ﬁnden.
Die in Kapitel 5 vorgestellten Experimente verwenden lediglich die Substrate Glucose,
Galactose und Ethanol; als Speicherstoﬀ dient Trehalose. Andere vom Organismus ver-
wertbare Kohlenstoﬀquellen, wie zum Beispiel Lactat, Acetat oder Glycerin, ﬁnden als
Substrat keine Beachtung. Ein auf dem biochemischen Stoﬀwechselnetz beruhendes Mo-
dell hat jedoch den Vorteil, das auch diese Substrate leicht in das Modell aufgenommen
werden ko¨nnen, da der biochemische Bauplan der Zelle vorhanden ist.
Sind das Stoﬀwechselnetzwerk einer Zelle sowie die Stoﬀﬂu¨sse u¨ber die Zellmembran be-
kannt, so ist es mo¨glich auf die internen Stoﬀﬂu¨sse zu schließen. Eine eindeutige Lo¨sung fu¨r
alle unbekannten internen Flu¨sse la¨ßt sich jedoch nur dann berechnen, wenn die Anzahl
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der gemessenen Flu¨sse der Anzahl der mo¨glichen internen Stoﬀwechselwege entspricht.
U¨bersteigt die Zahl der Freiheitsgrade im Stoﬀwechselnetzwerk die Zahl der Messungen,
so sind zusa¨tzliche Annahmen u¨ber die Regulation der Stoﬀwechselwege zu treﬀen. Hier-
bei sind Energie- und Redoxbilanzen sowie die Kapazita¨ten der einzelnen enzymatischen
Reaktionen zu beru¨cksichtigen. Die fu¨r die Modellierung verwendeten Annahmen sind in
Abschnitt 2.4.2 zusammengefaßt.
Mit Hilfe von Markierungsexperimenten, in denen jeweils ein bestimmtes Kohlenstoﬀ-
Atom des Substrates gekennzeichnet ist, la¨ßt sich der Informationsgehalt der Messun-
gen erho¨hen (Marx et al., 1996). Auf diese Weise ist es mo¨glich, nicht nur den Nettoﬂuß
einer Reaktion, sondern auch Hin- und Ru¨ckreaktion reversibler Reaktionen zu bestim-
men. Die in Marx et al. (1996) erzielten Ergebnisse mit dem Organismus Corynebacterium
glutamicum zeigen, daß durchaus der Nettoﬂußrichtung entgegengesetzte Flu¨sse auftreten.
Durch den gro¨ßeren Informationsgehalt dieser Messungen lassen sich ansonsten unerkann-
te Kreisprozesse detektieren. Nachteil der Markierungsexperimente ist der deutlich ho¨here
meßtechnische Aufwand dieses Verfahrens.
2.4.1.1 Katabolismus
Das Modell des Katabolismus beinhaltet ein an den katabolen Hauptstoﬀwechselwegen des
Organismus orientiertes quasistationa¨res Stoﬀwechselnetzwerk. Bild 2.12 zeigt ein erwei-
tertes Schema dieser Stoﬀwechselwege des Organismus S. cerevisiae. Um die Reaktanden
zu beru¨cksichtigen, die als Precursor Eingang in den anabolen Stoﬀwechsel ﬁnden, ist das
erweiterte Netzwerk sta¨rker an den Einzelschritten orientiert als das von Bellgardt (1984)
vorgestellte Netz. Bei den Precursor handelt es sich im Modell um die Stoﬀe Ribose-5-
P (R5P), Erythrose-4-P (E4P) des Pentose-Phosphat-Weges sowie Glucose-6-P (G6P),
3-P-Glycerat (3PG), Phosphoenolpyruvat (PEP) und Pyruvat (PYR) aus der Glykolyse
und den Stoﬀen Acetyl-CoA (AcCoA), α-Ketoglutarat (aKG) und Oxalacetat (OAA) des
Tricarbonsa¨ure-Zyklus. Diese Metabolite werden dem katabolen Stoﬀwechsel in dem Ma-
ße entzogen, wie diese zum Aufbau der niedermolekularen Monomere erforderlich sind.
Tabelle 2.2 auf Seite 68 entha¨lt die im Modell beru¨cksichtigten Monomere und gibt gleich-
zeitig ihren Anteil an der Biomasse an.
Mit Hilfe des in Bild 2.12 dargestellten Stoﬀwechselnetzes sowie der Kenntnis der fu¨r
die jeweiligen Monomere beno¨tigten Precursor gelingt es, die Gleichungen des vereinfach-
ten katabolen Stoﬀwechselnetzes aufstellen. Das Netz la¨ßt sich in die folgenden Schritte
unterteilen:
1. Aufnahme von C6-Substraten
rhex + rthp = rpgi + rg6d + rch ;
2. Pentose-Phosphat-Weg
rg6d = rtal + rATP + rCTP + rGTP + rUTP + 2 rhis + rtrp,
rtal = rphe + rtrp + rtyr ;
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Bild 2.12: Darstellung der wesentlichen katabolen Stoﬀwechselwege des Organismus S. cerevisiae
sowie der Hauptabﬂu¨sse in den anabolen Stoﬀwechsel
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3. Fructose-1,6 bisphosphat-Weg
rpgi = rpfk ,
2 rpfk = rpgk + rglp ,
rpgk = reno + rATP + rGTP + rcys + rgly + rhis + rser ,
reno = rpk + 2 rphe + rtrp + 2 rtyr ;
4. Oxidation von Pyruvat
rpk = rpca + rpdc + rpdh + rala + rile + 2 rleu + 2 rval ,
rpdc = radh ;
5. Tricarbonsa¨ure-Zyklus (TCC)
rpdh = ridh + rleu + rlys + rmet + 5 rlau + 8 role + 7 rpal ,
rmdh + rpca = ridh + rCTP + rUTP + rasn + rasp + rile + rmet + rthr ,
ridh = rmdh + rarg + rgln + rglu + rlys + rpro ;
6. CO2-Bilanz
rco2 = +rg6d + ridh + rmdh − rpca + rpdc + rpdh + rtal
− rATP − rGTP − rarg − rhis + rile + 2 rleu + rlys
+ rphe + rtrp + rtyr + rval .
Zur vollsta¨ndigen Beschreibung fehlen noch die H2O- und die NH3-Bilanz sowie die Me-
tabolite des Energiestoﬀwechsels. Da die Stoﬀe H2O und NH3 in der Regel nicht als
Meßwerte zur Verfu¨gung stehen, ist es nicht erforderlich, diese Gleichungen anzugeben.
Der Tricarbonsa¨ure-Zyklus stellt einen Kreisprozeß dar, in dem Acetyl-CoA unter Ener-
giegewinnung zu CO2 umgesetzt wird. Der Stoﬀﬂuß in Abbildung Bild 2.13 a la¨ßt sich in
die in Bild 2.13 b gezeigte vereinfachte a¨quivalente Struktur u¨berfu¨hren. Die Abﬂu¨sse u¨ber
Oxalacetat und α-Ketoglutarat zur Synthese der Biomasse werden hierbei dem Pyruvat
zugeschlagen. Der Abﬂuß u¨ber Acetyl-CoA bleibt unvera¨ndert.
Bei der Aufnahme von Glucose besitzt das angegebene Stoﬀwechselnetz vier unabha¨ngige
Pfade. Drei dieser Pfade sind gekennzeichnet durch ihr Endprodukt, na¨mlich Ethanol,
CO2 und Biomasse. Desweiteren ist der Sauerstoﬀbedarf unbekannt. Dass bedeutet, das
drei weitere Gleichungen notwendig sind, um den Stoﬀwechsel aller Reaktionen eindeutig
bei gegebener Glucoseaufnahmerate zu bestimmen.
2.4.1.2 Anabolismus
Die Synthese der Biomasse erfordert eine Reihe von Bausteinen, die man in drei Gruppen
unterteilt: Aminosa¨uren, Nucleotide und Lipide. Weiterhin ist stets eine gewisse Menge an
Speicherstoﬀen in allen Zellen vorhanden. Die Zusammensetzung der Biomasse aus die-
sen vier Gruppen la¨ßt sich als unvera¨nderlich ansehen. In Anlehnung an die Angaben von
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Bild 2.13: Vereinfachte a¨quivalente Struktur des Tricarbonsa¨ure-Zyklus (TCC)
Cortassa et al. (1995) sind beim Wachstum mit dem Substrat Glucose die Gewichtsanteile
der Biomasse zu 51% Aminosa¨uren, 12% Nucleotide, 32% Speicherstoﬀe und 5% Lipi-
de zugrunde gelegt. Ebenfalls dort sind die molaren Zusammensetzungen der einzelnen
Gruppen sowie die zu ihrem Aufbau beno¨tigen Bausteine aus dem katabolen Stoﬀwechsel
aufgefu¨hrt. Somit sind die fu¨r das Wachstum verwendeten Abﬂu¨sse aus dem Stoﬀwechsel
abha¨ngig von der Wachstumsrate angebbar. Tabelle 2.2 entha¨lt die zur Berechnung des
anabolen Stoﬀwechsels notwendige Zusammensetzung der Biomasse und die Bestandteile
des in den Experimenten verwendeten Hefeextraktes. Dem Wachstum in Na¨hrlo¨sung mit
Zusa¨tzen liegt der folgende Sachverhalt zugrunde: Alle zur Verfu¨gung stehenden hochwer-
tigen Verbindungen werden zuna¨chst aufgenommen, bevor die Zelle diese synthetisiert.
Die Zugabe dieser Bausteine erho¨ht also die Wachstumsrate aufgrund des zusa¨tzlichen
C-Gehaltes und durch die Energieersparnis bei der Synthese der komplexen Bestandteile.
Im Gegensatz zu den Modellen mit geringerer biochemischer Auﬂo¨sung ist es hier mo¨glich,
die Auswirkung beider Eﬀekte abzuscha¨tzen.
Durch die als konstant angenommene Zusammensetzung der Biomasse ist es mo¨glich, die
Abﬂu¨sse der Precursor aus dem Katabolismus in den Anabolismus in Abha¨ngigkeit der
Wachstumsrate anzugeben. Da Tabelle 2.2 alle Anteile zum Aufbau der Biomasse entha¨lt,
kann man mit Hilfe dieser Angaben die elementare Zusammensetzung der Biomasse be-
stimmen. Die in Tabelle 2.1 angegebene sto¨chiometrische Zusammensetzung bezieht sich
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Tabelle 2.1: Elementare Zusammensetzung und molares Gewicht der Biomasse
Zusammensetzung Gewicht Stamm, Quelle
[ g molC−1]
CH1.82O0.58N0.18P0.0017S0.0016 25.74 CH1211, Cortassa et al. (1995)
CH1.83O0.56N0.17 25.15 CBS 426, Dekkers et al. (1981)
CH1.79O0.57N0.15 25.01 H1022, Sonnleitner und Ka¨ppeli (1986)
auf den Kohlenstoﬀanteil. Die Daten weisen eine a¨hnliche Gro¨ßenordung auf wie die ex-
perimentell bestimmte sto¨chiometrische Zusammensetzung anderer Hefesta¨mme. Die Zu-
sammensetzung der Nucleotide beru¨cksichtigt hierbei lediglich die nicht phosphorylierten
Grundverbindungen. Die Verwendung des bei Cortassa et al. (1995) angegebenen Phos-
phorylierungsgrades fu¨hrt zu einem gegenu¨ber den Vergleichswerten u¨berho¨hten O-Anteil
und damit zu einem deutlich ho¨heren molekularen Gewicht.
2.4.1.3 Energiebilanzen
Neben der Bilanzierung des C-Flusses der in Bild 2.12 dargestellten Reaktionen gelingt es,
die Energiebilanzen fu¨r die Stoﬀumwandlung aufzustellen. Wa¨hrend bei einer Anzahl von
Reaktionen chemische Bindungsenergie frei wird, beno¨tigen andere Reaktionen eine Akti-
vierungsenergie. Insbesondere fu¨r die Synthese der komplexen Bausteine der Biomasse ist
dies der Fall. Als Elementarquantum zur U¨bertragung der chemischen Bindungsenergie
dient der Zelle die Verbindung Adenosintriphosphat (ATP). Durch die Abspaltung einer
Phosphatgruppe entsteht aus Adenosin-tri-phosphat Adenosin-di-phosphat (ADP), wo-
bei gleichzeitig die im ATP gespeicherte Bindungsenergie frei wird. Umgekehrt kommt es
bei Reaktionen mit Energieu¨berschuß zu einer Regeneration von ATP. Zur Bildung der
Energiebilanz in der Zelle sind die Reaktionen des Stoﬀwechsels zu beru¨cksichtigen, an
denen ATP bzw. ADP beteiligt sind.
Durch Oxidation von reduzierten Coenzymen (z.B. NADH oder NADPH) ist es der Zelle
mo¨glich, zusa¨tzliche Energie in Form von ATP zu gewinnen. Als Reaktionsprodukt ent-
steht hierbei unter anderem Wasser (H2O). Die Oxidation ist proportional zu der Sauer-
stoﬀaufnahmerate ro2, wobei die Zahl der proO-Atom gewonnenen Energieeinheiten durch
das sogenannten Phosphorylierungverha¨ltnis PO angegeben werden. Fu¨r die Bildung der
sogenannten Redoxbilanz sind jeweils die Reaktionen, an denen NAD bzw. NADP be-
teiligt sind, zu beru¨cksichtigen. In der Zelle wird insbesondere im Tricarbonsa¨ure-Zyklus
(TCC) NAD oder NADP zu NADH bzw. NADPH reduziert. Im Stoﬀwechselmodell ist
zusa¨tzlich eine Phosphorylierung von NAD zu NADP vorgesehen. Die mit rnad bezeichnete
Reaktion beno¨tigt fu¨r die Phosphorylierung N = 2mol ATP.
Die Energiebilanz (P ) und die Redoxbilanzen (H2), getrennt nach NAD und NADP,
lauten:
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Tabelle 2.2: Anteile der einzelnen zur Synthese verwendeten Bausteine in der Biomasse (BTM)
sowie deren Anteil im Hefeextrakt (YE) (Quelle: Cortassa et al. (1995), DIFCO Bacto Yeast extract,
Typical Analysis, Product code 0127)
Abk. Monomer Precursor BTM YE
[mmol g−1] [mmol g−1]
Aminosa¨uren
ala Alanin 1 PY 1.1043 0.6022
arg Arginin 1 αKG 0.3498 0.17356
asn Asparagin 1 OAA 0.11146 0
asp Asparaginsa¨ure 1 OAA 0.8278 0.503
cys Cystein 1 3PG 0.06869 0.06116
glu Glutaminsa¨ure 1 αKG 1.2963 0.966
gln Glutamin 1 3PG 0.11497 0
gly Glycin 1 AcCoA 0.7506 0.4333
his Histidin 2 R5P, 1 3PG 0.14972 0.07742
ile Isoleucin 1 OAA, 1 PY 0.4579 0.24656
leu Leucin 2 PY, 1 AcCoA 0.6818 0.358
lys Lysin 1 αKG, 1 AcCoA 0.6655 0.3527
met Methionin 1 OAA, 1 AcCoA 0.1262 0.07047
phe Phenylalanin 1 E4P, 2 PEP 0.29994 0.15333
pro Prolin 1 αKG 0.4068 0.22609
ser Serin 1 3PG 0.4728 0.27048
thr Threonin 1 OAA 0.4568 0.2479
trp Tryptophan 1 E4P, 1 PEP, 1 R5P 0.09729 0.06667
tyr Tyrosin 1 E4P, 2 PEP 0.17776 0.0663
val Valin 2 PY 0.6136 0.3239
Nukleotide
ATP ATP 1 R5P, 1 3PG 0.11453 0
GTP GTP 1 R5P, 1 3PG 0.11453 0
UTP UTP 1 R5P, 1 OAA 0.15189 0
CTP CTP 1 R5P, 1 OAA 0.1121 0
Lipidbestandteile
lau Laurinsa¨ure 5 AcCoA 0.06567 0
pal Palmitinsa¨ure 7 AcCoA 0.09743 0
ole O¨lsa¨ure 8 AcCoA 0.03926 0
glp Glycerol P 1 DHAP 0.06498 0
Speicherstoﬀe
ch Polysaccharide 1 G6P 1.9136 0
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1. ATP-Bilanz
rmATP = −rhex + rmdh − rpca + rpgk + rpk − rpgi − 2PO ro2 −N rnad
− 2 rch − 13 rATP − 8 rCTP − 15 rGTP − 7 rUTP
− 6 rarg − 2 rasn − 3 rcys − rgln − 16 rhis − 2 rile − 2 rlys − 4 rmet − rphe
− rpro − 2 rthr − 3 rtrp − rtyr − 5 rlau − 8 role − 7 rpal
− Nprot rprot − 1
Y strucATP
µ;
2. NADP-Bilanz
rmNADP = 2 rg6d + ridh + 2 rtal + rnad
− 3 rATP − rCTP − 3 rGTP − rUTP
− rala − 4 rarg − rasn − 4 rcys − rgln − rglu − rgly − 4 rhis − 5 rile − 2 rleu
− 3 rlys − 5 rmet − 2 rphe − 2 rpro − rser − 3 rthr − 3 rtrp − 2 rtyr − 2 rval
− 10 rlau − 16 role − 14 rpal ;
3. NAD-Bilanz
rmNAD = −radh + 3 rmdh + rpdh + rpgk + 2 ro2 − rnad
+ 3 rATP + 2 rGTP
+ rarg − rasp + rcys + rgly + 5 rhis + rleu + rlys − rpro
+ rser + 2 rtrp + rtyr − rglp − role − rpal .
Durch Verzicht auf die Teilung von NAD- und NADP-Bilanz erreicht man eine Verein-
fachung des Gleichungssystems; die Reaktion rnad entfa¨llt dann. Da das erzeugte NADH
bzw. NADPH vollsta¨ndig oxidiert werden muß, bestimmt die NAD(P)-Bilanz die notwen-
dig Sauerstoﬀaufnahme. Ist nicht genu¨gend respiratorische Kapazita¨t vorhanden, ﬂießt
ein Teil des C-Stromes nicht durch den Tricarbonsa¨ure-Zyklus in Richtung CO2 sondern
wird als Ethanol ausgeschieden (anaerobes Wachstum). Der Stoﬀwechselweg von Glucose
zu Ethanol ist NAD(P) neutral — die Bilanz ist daher ausgeglichen.
Die ATP-Bilanz legt das Verha¨ltnis zwischen katabolem und anabolem Stoﬀwechsel fest.
Gelingt es, mehr Energieeinheiten zu gewinnen (z.B durch eine ho¨here Ausbeute bei
der Atmung, gekennzeichnet durch einen gro¨ßeren PO-Koeﬃzienten), so ist eine ho¨he-
re Wachstumsrate mo¨glich. Die ho¨heren Abﬂu¨sse des Katabolismus fu¨hren gleichzeitig zu
einer Verringerung der Energieausbeute und der Wachstumsrate, bis sich ein Gleichge-
wicht einstellt.
Die Energie- und die Redoxbilanz sowie die respiratorische Kapazita¨t stellen die drei
fehlenden Bedingungen dar, die den Fluß durch das katabole Stoﬀwechselnetz eindeutig
bestimmen. Liegen neben der Aufnahmerate fu¨r Glucose weitere Meßwerte vor, so ent-
steht ein u¨berbestimmtes Gleichungssystem. Dies kann fu¨r eine Ausgleichsrechnung bei
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fehlerbehafteten Messwerten oder zu Bestimmung von nur empirisch bekannten Stoﬀ-
wechselparametern verwendet werden (z.B. das Phosphorylierungverha¨ltnis PO oder der
Energiebedarf der Biosynthese Nprot, Y
struc
ATP ).
Der bei der Synthese der niedermolekularen Bausteine erforderliche Energiebedarf ﬁndet
bei der Energiebilanz entsprechend den Daten von Cortassa et al. (1995) Beru¨cksichti-
gung. An diese Synthese schließen sich weitere Stufen des anabolen Stoﬀwechsels an, die
neben den Teilprodukten des Stoﬀwechsels Energie zum Aufbau der Zellen beno¨tigen. Der
ATP-Bedarf dieser Schritte la¨ßt sich nur schwer abscha¨tzen, wa¨hrend die Stoﬀwechselwege
zur Synthese der niedermolekularen Bausteine und deren ATP-Aufnahme bekannt sind
(Cortassa et al., 1995). Die Energiebilanz entha¨lt daher Nprot mol ATP zur Polymerisa-
tion der Proteine aus den Aminosa¨uren. In Cortassa et al. (1995) ist dieser Bedarf mit
Nprot = 4 angegeben. Fu¨r die Bildung der Zellstrukur ist schließlich ein weiterer Term
1/Y strucATP fu¨r den ATP-Bedarf eingefu¨hrt. Der Bedarf fu¨r die gesamte Synthese der Bio-
masse
1
YATP
=
1
35.6︸ ︷︷ ︸
Niedermolekulare Monomere
+
1
248.1
Nprot︸ ︷︷ ︸
Protein Polymerisation
+
1
Y strucATP︸ ︷︷ ︸
Strukturbildung
setzt sich demnach aus drei Teilen zusammen.
Wie aus dem Vergleich mit dem Modell von (Bellgardt, 1984) hervorgeht, sind in den
Energiebilanzen die gleichen katabolen Reaktionen enthalten. Der ATP-Bedarf der Syn-
these ist im erweiterten Modell den drei Stufen des Anabolismus zugeordnet. In Bellgardt
(1984) ist der gesamte ATP-Bedarf mit YATP = 12 gmol
−1 angeben. Der Aufbau der
niedermolekularen Monomere beno¨tigt also bereits ein Drittel der gesamten Energie. Fu¨r
die Polymerisation der Proteine wird bei Nprot = 4mol ein weiteres Sechstel der Energie
verbraucht, so daß fu¨r die Strukturbildung etwa die Ha¨lfte der Energie verbleibt. Der
Zahlenwert ergibt sich zu Y strucATP = 25.6 gmol
−1. Durch die detaillierte Betrachtung des
niedermolekularen Anabolismus ist es also mo¨glich, etwa die Ha¨lfte des ATP-Bedarfes
bestimmten Reaktionen zuzuordnen.
Durch weitere Vereinfachung des Stoﬀwechselnetzes gelangt man zu der Struktur
Glucose : rgluc = 0.5 rpk +KB1 µ
PY : rpk = rpdh + retoh
AcCoA : rpdh = rtcc +KB3 µ
CO2 : retoh + rpdh + 2 rtcc = rco2,
wie sie in Bellgardt (1984) vorgestellt ist1. Die Abﬂu¨sse in die Biomasse ﬁnden konzen-
triert in den Stoﬀen Glucose und Acetyl-CoA Beru¨cksichtigung. Die Flu¨sse werden hier-
bei proportional zur Wachstumsrate µ mit den Konstanten KB1 und KB3 angenommen.
Durch die Einfu¨hrung eines theoretischen Flusses rtcc ist es mo¨glich, die im vollsta¨ndi-
gen Modell vorhandene CO2-Produktion dem Stoﬀﬂuß durch den Tricarbonsa¨ure-Zyklus
(TCC) zuzuschlagen. Im vollsta¨ndigen Stoﬀwechselnetz ergeben sich die den Precursor-
Bedarf bestimmenden Konstanten zu KB1 = 0.0057mol g
−1 und KB3 = 0.00246mol g−1
1Bellgardt (1984) verwendet die Symbole qS = rgluc, rS = 0.5 rpk, rAc = rpdh, rE = retoh
2.4 Stoﬀwechselmodell 71
gegenu¨ber den von Bellgardt (1984) angegebenen Werten KB1 = 0.0048mol g
−1 und
KB3 = 0.0044mol g
−1 (Bellgardt, 1984, Versuche Gruppe 1). Bild 2.14 entha¨lt einen
Vergleich der internen Stoﬀﬂu¨sse des oben vorgestellten Stoﬀwechselmodells und des ver-
einfachten Modells. Das vollsta¨ndige Stoﬀwechselmodell weist den Vorteil auf, u¨ber die an-
gegebenen Schritte hinaus den Stoﬀﬂuß einzelner Reaktionen zu quantiﬁzieren zu ko¨nnen.
2.4.1.4 Zusa¨tze in der Na¨hrlo¨sung
Auf das erweiterte Stoﬀwechselnetzes muß man insbesondere dann zuru¨ckgreifen, wenn
Stoﬀﬂu¨sse in den einzelnen enzymatischen Schritten zu beru¨cksichtigen sind. Zum Beispiel
kann die Erweiterung dazu dienen, Kapazita¨tsgrenzen aufzuzeigen, die sonst nicht erkenn-
bar sind. Weitere Anwendung ﬁndet das erweiterte Netz, wenn Zusa¨tze in der Na¨hrlo¨sung
erforderlich sind.
Fu¨r auxotrophe Sta¨mme bedarf es eines abweichenden Stoﬀwechselnetzes, da Enzyme feh-
len, um alle notwendigen Bausteine zur Zellsynthese bereitstellen zu ko¨nnen. Mit anderen
Worten: Ohne Zusatz der betreﬀenden Aminosa¨uren ﬁndet kein Wachstum statt. Entha¨lt
jedoch die Na¨hrlo¨sung die notwendigen Aminosa¨uren in ausreichender Menge, so werden
diese aufgenommen und in die Biomasse eingebaut. Auf die aufwendige Synthese der be-
treﬀenden Aminosa¨uren kann dann verzichtet werden. Man erha¨lt hierdurch abweichende
Stoﬀﬂu¨sse im Katabolismus. Bild 2.15 zeigt die Stoﬀﬂu¨sse eines auxotrophen Stammes
mit der in Bild 2.14 zu Grunde gelegten Wachstumsrate. Der Stamm nimmt die von ihm
nicht zu synthetisierenden Aminosa¨uren Histidin, Leucin, Methionin und Tryptophan aus
der Na¨hrlo¨sung auf (Beuse, 1998). Der Glucosebedarf ist daher auf 93.3% gegenu¨ber dem
normalen Wachstum ohne Zugabe der Aminosa¨uren reduziert. Aufgrund der komplexen
Verbindung in der Na¨hrlo¨sung ergibt dies eine leicht verminderte CO2-Produktion (42.4
statt 42.9%). Stehen die notwendigen Aminosa¨uren nicht in ausreichender Menge zur
Verfu¨gung, so reduziert sich die Wachstumsrate entsprechend. Bereits vor Erreichen der
maximalen respiratorischen Kapazita¨t kann in diesem Fall eine Ethanolproduktion auftre-
ten, da ein Teil des aufgenommenen Substrates nicht zur Biomassensynthese verwendet
werden kann. In diesem Fall sind die Gleichungen der Biomasse Zusammensetzung erfor-
derlich, um die maximal mo¨gliche Wachstumsrate aufgrund der vorhandenen Na¨hrstoﬀe
zu bestimmen.
Ein Organismus mit der Fa¨higkeit, die beno¨tigten Aminosa¨uren auf mehreren biochemi-
schen Wegen zu synthetisieren, ist nur dann berechenbar, wenn das Stoﬀwechselmodell
auch die alternativen Stoﬀwechselwege entha¨lt. Diese alternativen Wege beno¨tigen ha¨uﬁg
eine enorme zusa¨tzliche Energie gegenu¨ber den oben angegebene Reaktionen des Anabo-
lismus. Da dieser Stoﬀwechsel unter normalen Bedingungen keine Bedeutung hat, wird im
folgenden ausschließlich das fu¨r diese Bedingungen gu¨ltige Stoﬀwechselnetz verwendet.
Der Zusatz von Hefeextrakt entspricht vollsta¨ndig der Zugabe einzelner Aminosa¨uren.
Hefeextrakt entha¨lt komplexe, fu¨r die Synthese beno¨tigte Verbindungen, die der Zelle das
Wachstum erleichtern. In Tabelle 2.2 ist die Zusammensetzung des in den Experimenten
von Beuse (1998) verwendeten Hefeextraktes angegeben. Bild 2.16 zeigt die Wachstums-
rate bei Zusatz von 5 g l−1 Hefeextrakt zu einer Na¨hrlo¨sung mit 20 g l−1 Glucose im Zulauf
einer kontinuierlichen Kultur. Diese Werte stellen die Standardbedingungen fu¨r die von
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Bild 2.14: Stoﬀﬂu¨sse des erweiterten Stoﬀwechselmodells nach Cortassa et al. (1995) (oben) und
des vereinfachten Stoﬀwechselmodells nach Bellgardt (1984) (unten). In beiden Diagrammen sind die
Flu¨sse normiert auf den molaren Zustrom an C-Atomen im Glucoseﬂuß angegeben. Auf der Abzisse
sind die intermedia¨ren Produkte des rein oxidativen Stoﬀwechsels dargestellt
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Bild 2.15: Stoﬀﬂu¨sse des erweiterten Stoﬀwechselmodells eines Aminosa¨ure auxotrophen Stammes
(his, leu, met, trp). Die notwendigen Aminosa¨uren Histidin, Leucin, Methionin und Tryptophan sind
der Na¨hrlo¨sung hinzugefu¨gt (vergl. Tabelle 2.2)
Beuse (1998) durchgefu¨hrten synchronen Experimente dar. Durch die Zugabe von kom-
plexen Bausteinen, die in der Biosynthese Verwendung ﬁnden, sinkt die fu¨r eine vergleich-
bare Wachstumsrate beno¨tigte Glucoseaufnahme auf 80.9% sowie die CO2-Produktion
auf 40.6%.
Die Reaktionen des Anabolismus sind ausschließlich in einer Richtung angegeben. Die
Verwertung von u¨berschu¨ssigem Hefeextrakt im katabolen Stoﬀwechsel ist unter gewis-
sen Bedingungen mo¨glich. Dieser Fall bleibt jedoch im angegebenen Stoﬀwechselnetz un-
beru¨cksichtigt. Das heißt, alle im Stoﬀwechselnetz enthaltenen Flu¨sse sind positiv.
Durch die Zusammenfassung aller internen Flu¨sse gelingt es, den Ertragskoeﬃzienten zu
berechnen. Es entsteht ein kinetisches Modell wie es beispielsweise von Stra¨ssle (1988)
verwendet wird. Im Gegensatz zu der von Stra¨ssle (1988) angegebenen Form erlaubt
das aus dem erweiterten Stoﬀwechselmodell berechnete kinetische Modell, Zusa¨tze in der
Na¨hrlo¨sung mit einzubeziehen. Unter Standardbedingungen weisen die Parameter des
kinetischen Modells nur geringe Unterschiede auf. Tabelle 2.3 zeigt fu¨r diesen Fall die aus
dem erweiterten Modell abgeleiteten Ertragskoeﬃzienten (Cortassa et al., 1995) sowie die
der Modelle nach Bellgardt (1984) und nach Stra¨ssle (1988).
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Bild 2.16: Stoﬀﬂu¨sse des erweiterten Stoﬀwechselmodells mit einem Zusatz von Hefeextrakt in der
Na¨hrlo¨sung
Tabelle 2.3: Ertragskoeﬃzienten der Modelle nach A: Bellgardt (1984), B: Stra¨ssle (1988) und C:
Cortassa et al. (1995)
Ertrag A B C Einheit
YXGO 0.47 0.49 0.50 g BTM / g Glucose
YOG(O) 12.52 12.80 13.09 mmol O2 / g Glucose
YCGO -13.07 -13.70 -13.84 mmol CO2 / g Glucose
2.4.2 Regulation der Stoﬀwechselwege
Das in Abschnitt 2.4.1 vorgestellte Stoﬀwechselnetzwerk faßt die wichtigsten biochemi-
schen Abbauwege zusammen. Die tatsa¨chlich auftretenden Flu¨sse ha¨ngen jedoch von den
Umgebungsbedingungen ab. Die Dynamik eines Prozeßmodells fu¨r eine Hefekultur be-
schra¨nkt sich bei Bellgardt (1984) zuna¨chst auf die dynamische Beschreibung der Gas- und
Flu¨ssigphase des Reaktors und des Aufnahmesystems der Zellen. Das interne Stoﬀwechsel-
netz der Zellen wird dabei als energiefrei angenommen. Das heißt, nach der Aufnahme der
Substrate laufen alle Stoﬀumsa¨tze ohne Zeitverzo¨gerung in der Zelle ab. Die Arbeit von
Bellgardt (1984) entha¨lt daru¨ber hinaus ein detailliertes Modell der Adaptionsvorga¨nge
des Atmungsapparats (respiratorische Kapazita¨t) und beschreibt so Umschaltvorga¨nge
zwischen aeroben und anaeroben Reaktorbedingungen. Die Geschwindigkeit der einzel-
nen Reaktionsschritte ist, verglichen mit der des Aufnahmesystems, relativ hoch und
ﬁndet dementsprechend im Modell keine Beachtung. In zellfreier Hefesuspension zeigen
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sich dagegen sehr wohl dynamische Eﬀekte (Markus et al., 1985). Im Gegensatz zu Versu-
chen mit ganzen Zellen ist bei diesen Versuchen die Zellmembran zersto¨rt; das ansonsten
notwendige Einschleusen des Substrates durch die Zellmembran entfa¨llt. Zudem setzen
Markus et al. (1985) der Na¨hrlo¨sung verschiedene Intermedia¨rprodukte der Glykolyse zu.
Bei geeigneter Anregung lassen sich dann sogenannte glykolytische Oszillationen beobach-
ten. In Bild 2.12 auf Seite 64 sind die von Markus et al. (1985) modellierten Reaktionen
durch die Bezeichnungen rpgi und rpk charakterisiert. Die Experimente zeigen, daß das
System der enzymatischen Reaktionen durchaus eine Dynamik besitzt. In Kulturen mit
ganzen Zellen treten diese Eﬀekte aufgrund der Dynamik der Transportsysteme nicht auf.
Zur Entscheidung zwischen mehreren alternativen Stoﬀwechselwegen ist es notwendig,
das reale Verhalten der Zelle im Modell nachzubilden. Hierzu bietet es sich an, sowohl
die Wachstumsrate als auch die Energiegewinnung (z.B. in Form von ATP oder NADH-
Konzentration) als Kriterium zu verwenden. Die sich einstellenden Arbeitspunkte der
Zelle fallen je nach gewa¨hltem Kriterium unterschiedlich aus. Bei tierischen Zellen zeigt
Bonarius et al. (1996), daß die beste U¨bereinstimmung mit den Experimenten bei einer
Maximierung der NADH-Gewinnung erzielt wird.
Basierend auf dem biochemischen Netzwerk ist es mo¨glich, fu¨r die aktiven Stoﬀwechselwe-
ge Ertragskoeﬃzienten zu bestimmen. Diese geben die erzielbaren Produktstro¨me fu¨r die
jeweiligen Substrate an. Der Vorteil eines detaillierten biochemischen Netzwerkes besteht
in der Mo¨glichkeit, neben den Substraten, wie Glucose oder Ethanol, weitere Bestandteile
der Na¨hrlo¨sung, wie z.B. Aminosa¨uren, quantitativ zu beru¨cksichtigen. So gelingt es, die
Ertragskoeﬃzienten fu¨r eine Vielzahl von Na¨hrlo¨sungen abzuscha¨tzen. Das in Kapitel 5
verwendete Populations- und Zellzyklusmodell beinhaltet die in Anhang A.1 aufgefu¨hr-
ten Gleichungen zur Beschreibung des Stoﬀwechsels der Zellen. Da im Rahmen dieser
Arbeit lediglich Versuche mit derselben Zusammensetzung der Na¨hrlo¨sung und mit nur
einem Stamm des Organismus betrachtet werden, ist auf eine detailliertere Struktur des
Stoﬀwechselmodells fu¨r die Simulationen verzichtetet worden. Fu¨r das Aufnahmesystem,
die respiratorische Kapazita¨t und den Speicherstoﬀhaushalt der Zellen gelten dabei die
folgenden Annahmen.
2.4.2.1 Aufnahmesystem
Das Aufnahmesystem der Zelle bewirkt eine Limitierung des Stoﬀumsatzes. Dabei ist
die Aufnahmerate statisch an die Konzentration des Substrates gekoppelt. Die Beschrei-
bung des Aufnahmesystems basiert auf den der Enzymkinetik entlehnten Monod-Termen
(Bellgardt, 1984; Stra¨ssle, 1988). Die maximale Aufnahmerate weist in der Arbeit von
Sonnleitner und Ka¨ppeli (1986) den Wert rS,max = 3.5 g g
−1h−1 auf, wa¨hrend bei Bellgardt
(1984) rS,max = 0.018mol g
−1h−1 = 3.24 g g−1h−1 angegeben ist. Die Sa¨ttigungskon-
stante KS der Glucoseaufnahme liegt dabei in der Gro¨ßenordnung von 0.1 − 0.5 g l−1
(Sonnleitner und Ka¨ppeli, 1986).
Der Abbau des Monosaccharides Galactose erfolgt weitgehend durch dieselben Stoﬀwech-
selpfade wie der Abbau von Glucose. Die erzielte maximale Wachstumsrate reduziert sich
jedoch auf etwa 60% der von Glucose (Lord und Wheals, 1981; Beuse, 1998).
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Die Dynamik der Stoﬀumwandlung wird durch die Konzentration der Substrate in der
Na¨hrlo¨sung bestimmt. Dynamische Eﬀekte bei der Aufnahme der Subtrate und dem Fluß
durch das Stoﬀwechselnetzwerk sind nicht beru¨cksichtigt.
2.4.2.2 Respiratorische Kapazita¨t
Die Oxidation von reduzierten Coenzymen (z.B. NADH oder NADPH) ermo¨glicht es den
Zellen, deutlich mehr Energie als bei anaeroben Verha¨ltnissen, also unter Sauerstoﬀab-
schluß, zu gewinnen. Die maximal zur Verfu¨gung stehende Atmungskapazita¨t der Zellen
ist jedoch begrenzt. Mit Hilfe eines sogenannten Flaschenhals-Modells la¨ßt sich das Zell-
wachstum gut beschreiben (Bellgardt, 1984; Sonnleitner und Ka¨ppeli, 1986). Das heißt,
bis zu einer gewissen Substrataufnahmerate ist ein rein oxidativer Stoﬀwechsel mo¨glich.
Fu¨r ho¨here Aufnahmeraten ist die maximale respiratorische Kapazita¨t erreicht und ein
Teil des Substrates wird zur Produktion von Ethanol verwendet. Dieser Stoﬀwechselweg
beno¨tigt keine Sauerstoﬀzufuhr.
Sonnleitner und Ka¨ppeli (1986) fu¨hren eine maximale Sauerstoﬀaufnahmerate rO2,max =
8mmol g−1h−1 ein, wa¨hrend Bellgardt (1984) die Reaktion rpdh als limitierend annimmt.
Fu¨r rpdh,max = 3.4mmol g
−1h−1 ergibt sich die gleiche maximale Sauerstoﬀaufnahmerate
von rO2,max = 8mmol g
−1h−1 bei einem Phosphorylierungverha¨ltnis (PO) von eins.
Die respiratorische Kapazita¨t der Zellen ist unabha¨ngig von der Art der Substrate in der
Na¨hrlo¨sung. Hier zeigt sich ein Vorteil des Stoﬀwechselmodells gegenu¨ber den kinetischen
Modellen: Mit Hilfe des Stoﬀwechselnetzes ist es mo¨glich, den Sauerstoﬀbedarf fu¨r die
einzelnen Substrate anzugeben. Der maximale Stoﬀﬂuß wird in allen Fa¨llen durch die
respiratorische Kapazita¨t begrenzt.
2.4.2.3 Speicherstoﬀe
Die Zellen lagern wa¨hrend der Einzelzellphase Speicherstoﬀe ein (Kuenzi und Fiechter,
1969; Sillje et al., 1997). Mit ihrer Hilfe ist es mo¨glich, in der darauf folgenden Sprossungs-
phase weitgehend unabha¨ngig von den a¨ußeren Bedingungen den Zellzyklus zu beenden.
Die Neigung der Zellen, Speicherstoﬀe einzulagern, steigt mit abnehmender Verdu¨nnungs-
rate. Die Regulation des Speicherstoﬀhaushaltes bedarf geeigneter Annahmen u¨ber die
Gro¨ße der Stoﬀﬂu¨sse in und aus den zellinternen Speichern.
Im Modell von Stra¨ssle (1988) ist die Einlagerung statisch an die Glucoseaufnahmerate
gekoppelt. Bei einer geringen Aufnahmerate in der Einzelzellphase ﬂießt ein maximaler
Fluß von rT = 0.3 g g
−1h−1. Mit zunehmender Aufnahmerate nimmt die Einlagerung in
die zellinternen Speicher ab. In der Doppelzellphase werden die internen Speicher wieder
geleert. Die Mobilisierung der Speicherstoﬀe hat hierbei Vorrang vor der Aufnahme ex-
terner Substrate. Der gesamte Aufnahmestrom ist wiederum durch die maximal mo¨gliche
Aufnahmerate rS,max begrenzt.
Wie Stra¨ssle (1988) zeigt, reicht die Annahme einer durch die Speicherstoﬀe weitgehend
unabha¨ngigen Wachstumsgeschwindigkeit in der Sprossungsphase zur Erkla¨rung der Syn-
chronisation des Wachstums aus. Durch die Wahl der Stoﬀwechselparameter steigt die
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Konzentration der Speicherstoﬀe wa¨hrend der Einzelzellphase mit zunehmenden Zyklusal-
ter an. Hierbei gilt, je geringer die Verdu¨nnungsrate desto mehr Speicherstoﬀe werden ein-
gelagert. Zu Beginn der Doppelzellphase erho¨ht sich die Wachstumsrate der betreﬀenden
Zellen schlagartig. Bereits weit vor dem Ende der Sprossungsphase sind die Speicherstoﬀe
aufgebraucht, so daß diese bei der Teilung der Zellen eigentlich nicht mehr beru¨cksichtigt
werden mu¨ßten.
2.4.3 Morphologie
Zur Beschreibung des Wachstumsprozesses durch den sich sta¨ndig wiederholenden Zell-
zyklus ist die Kenntnis der Zellgro¨ße in Abha¨ngigkeit von Zellzyklus und genealogischem
Zellalter erforderlich. In ju¨ngster Zeit erlaubt es der Einsatz der Bildverarbeitung, hier
neue Erkenntnisse zu gewinnen (Huls et al., 1992; Woldringh et al., 1993). So ist zum
Beispiel in Bild 2.17 das volumetrische Wachstum einer Sproßzelle im Verlauf mehrerer
Zellzyklen dargestellt. Die kleine Sproßzelle wa¨chst zuna¨chst an, bis sie die fu¨r die Spros-
sung notwendigen Bedingungen erfu¨llt. Der Mutterzellanteil der sprossenden Zelle nimmt
nach Beginn der Sprossung nur noch wenig zu. Dar Hauptteil des Wachstums gilt nun der
Sproßzelle. Nach der Teilung entsteht eine neue Sproßzelle mit g = 0 Narben und eine
gro¨ßere Mutterzelle mit g = 1 Narbe. Anschließend wiederholt sich der Zellzyklus fu¨r die
beiden neuen Zellen nach demselben Schema. Die zur Sprossung notwendigen Bedingun-
gen erreicht die Mutterzelle dabei deutlich fru¨her — die Einzelzellphase verku¨rzt sich auf
wenige Minuten. Die Sprossungsphase bleibt dagegen in ihrer La¨nge nahezu unvera¨ndert.
Nach der Teilung entsteht neben einer weiteren Sproßzelle (g = 0) eine wiederum in ihrem
Volumen vergro¨ßerte Mutterzelle der Klasse g = 2. Da die Gro¨ße der Mutterzellen der
Klasse g = 4 in Woldringh et al. (1993) nicht angegeben ist, wird fu¨r die weiteren Be-
rechnungen angenommen, daß der Mutterzellanteil der Klasse g = 3 nach der Sprossung
nicht mehr ansteigt.
2.4.3.1 Volumen
Bild 2.18 zeigt das Zellvolumen in Abha¨ngigkeit vom genealogischen Alter. Es ist zu
erkennen, daß die Gro¨ße der Zellen mit dem Alter zunimmt (Hartwell und Unger, 1977;
Johnston et al., 1979; Woldringh et al., 1993). Die von Johnston et al. (1979) (asynchrone
kontinuierliche Kultur) und Woldringh et al. (1993) (synchrone Batchkultur) angegebe-
nen Daten fu¨r die Gro¨ße der sprossenden Zellen zeigen eine gute U¨bereinstimmung sowohl
in ihrem Betrag als auch im Verlauf u¨ber das genealogische Alter. Beide Messungen ent-
stammen Versuchen mit einer Wachstumsrate in der Gro¨ßenordnung von µ ≈ 0.3 h−1.
Die von Hartwell und Unger (1977) ermittelten Werte fu¨r das mittlere Volumen des Mut-
terzellanteils sind verglichen mit den beiden anderen Meßreihen um den Faktor zwei zu
groß. Die Abweichung ist nicht durch die kleinere Wachstumsrate von µ = 0.21 h−1 er-
kla¨rbar (vergleiche Bild 2.19). Die Messungen weisen allerdings ebenfalls eine Zunahme
des Zellvolumens mit dem Alter auf.
Eine Verringerung der mittleren Wachstumsrate fu¨hrt gleichermaßen zu einer Abnahme
der Gro¨ße der Zellen aller Altersstufen. Bild 2.19 zeigt den absoluten Verlauf des Zellvolu-
mens zum Zeitpunkt der Sprossung und die auf die erste Klasse (g = 0) bezogene relative
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Bild 2.17: Zellvolumen in Abha¨ngigkeit von dem Zellzyklusalter a und dem genealogischen Alter g.
Fu¨r die beiden ersten Klassen sind der Beginn der Sprossung und der Zeitpunkt der Teilung gekenn-
zeichnet (Daten: Woldringh et al. (1993), synchroner Batchversuch, Wachstumsrate µ = 0.32h−1)
Zellvolumenzunahme. Unter der Annahme der von der Verdu¨nnungsrate unabha¨ngigen
relativen Zellvolumina Vr,P0 = 1, Vr,P1 = 1.194 und Vr,P2 = 1.428 ist es mo¨glich, den in
Bild 2.19 (oben) eingetragenen standardisierten Verlauf des Zellvolumens in Abha¨ngigkeit
von der Verdu¨nnungsrate zu berechnen. Die Abweichungen von den Meßwerten sind so
gering, daß es zula¨ssig erscheint, das Verha¨ltnis zwischen den verschiedenen Zellvolumen
der Altersklassen als konstant anzunehmen. Die Beschra¨nkung auf kleine Verdu¨nnungs-
raten mit D < 0.2 h−1 gestattet die zusa¨tzliche Annahme konstanter Zellvolumen mit
VP0 = 30µm
3, VP1 = 35.9µm
3 und VP2 = 42.9µm
3. Nur in diesem Bereich der kleinen
Verdu¨nnungsraten tritt im Zellzyklus eine Synchronisation der Zellen auf. Die Vergro¨ße-
rung des Zellvolumens fu¨r hohe Verdu¨nnungsraten hat oﬀenbar weder fu¨r die Synchroni-
sation noch deren Erlo¨schen einen Einﬂuß.
U¨ber den Zusammenhang zwischen Zellvolumen und Zellmasse sind widerspru¨chliche An-
gaben zu ﬁnden. Betrachtet man die Zellmasse der frischen Zelle, so du¨rfte das spe-
ziﬁsche Gewicht in der Gro¨ßenordnung von eins liegen. In Woldringh et al. (1993) ist
der Wert mit 1.1µm3(10−12g)−1 angegeben. Verwendet man die Trockenmasse, so liegt
das speziﬁsche Gewicht deutlich niedriger. Im folgenden sei, angelehnt an die Daten von
Thompson und Wheals (1980), ein Wert von 1
2.3
µm3(10−12g)−1 angenommen.
Im vorgestellten Modell wird ausschließlich die Zellmasse verwendet. Das speziﬁsche Ge-
wicht der Biomasse ist bei dieser Beschreibung nicht enthalten. Es wird lediglich beno¨tigt,
um die Zellmasse im Modell mit den oben gezeigten experimentellen Ergebnissen zu ver-
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Bild 2.18: Zellvolumen zum Zeitpunkt der Sprossung bzw. mittlerer Mutterzellanteil wa¨hrend der
Sprossungsphase. Daten: Experimente A: µ = 0.32h−1 Woldringh et al. (1993); Experimente B:
µ = 0.31h−1 Johnston et al. (1979); Experimente C: µ = 0.21h−1 Hartwell und Unger (1977)
gleichen.
2.4.3.2 La¨nge der Zyklusphasen
Die Generationszeiten der Mutter- und Tochterzellen weisen wa¨hrend der in Bild 2.17 ge-
zeigten synchronen Batch-Kultur einen deutlichen Unterschied auf. Zu gleichem Ergebnis
kommen Thompson und Wheals (1980) bei der Ermittlung der Generationszeiten in asyn-
chroner Kultur. Bild 2.20 zeigt die von ihnen angegebenen Generationszeiten sowie die
La¨nge der Sprossungsphase in Abha¨ngigkeit von der in der kontinuierlichen Kultur durch
die Verdu¨nnungsrate vorgegebenen mittleren Verdopplungszeit TD. Bei kurzen Verdopp-
lungszeiten, also bei hoher Wachstumsrate, weisen die Generationszeiten von Mutter- und
Tochterzelle etwa gleiche Werte auf, wa¨hrend mit steigender mittlerer Verdopplungszeit
die Generationszeit der Mutterzellen weniger stark ansteigt, als die der Tochterzellen.
Wie die Ergebnisse in Bild 2.17 zeigen, a¨ndert sich die Generationszeit im Verlauf des
Lebens einer Zelle im wesentlichen nur zwischen dem ersten und zweiten Zyklus. Das heißt
nur die Tochterzellen beno¨tigen eine deutlich verla¨ngerte Generationszeit. Mutterzellen,
die mindestens einen Zellzyklus durchlaufen haben, unterscheiden sich nur noch wenig in
ihrer Generationszeit. Das Volumen der Zellen wa¨chst jedoch mit jedem Zyklus weiter an.
Neben der Anzahl der Narben ist das Volumen des Mutterzellanteiles also ein weiteres
a¨ußeres Merkmal der fortschreitenden Alterung.
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Bild 2.19: Zellvolumen und standardisiertes Zellvolumen zum Zeitpunkt der Sprossung in Abha¨ngig-
keit von der Verdu¨nnungsrate und dem genealogischen Alter (oben, Meßwerte: Johnston et al.
(1979)). Auf die Klasse g = 0 bezogene Zellvolumenzunahme (unten)
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Bild 2.20: Generationszeiten der Mutter- und Tochterzellen sowie die Dauer der Sproßphase (Daten
und Modell: Thompson und Wheals (1980))
Die aufgefu¨hrten Untersuchungen beziehen sich lediglich auf synchrone Batch Experimen-
te bzw. die asynchrone kontinuierliche Kultur. Fu¨r die synchrone kontinuierliche Kultur
fehlen leider derartige Ergebnisse. Dies ist insbesondere fu¨r die Erstellung eines detaillier-
ten Zellzyklus- und Populationsmodells bedauerlich. Auch fu¨r die Analyse der Synchro-
nisation selbst werden umfangreiche Messungen der Verteilung und Massen der Teilpo-
pulationen beno¨tigt. Das im folgenden vorgestellte Modell verwendet daher lediglich die
erkennbaren qualitativen Zusammenha¨nge, obwohl die Struktur des Modells beispielsweise
auch pra¨zise Angaben u¨ber die Zellmasse der einzelnen Klassen beru¨cksichtigen ko¨nnte.
2.4.4 Modell der Zyklusphasen
Der Zellzyklus erscheint nur in erster Na¨herung als gleichfo¨rmiger, durch die Massenzu-
nahme gekennzeichneter Prozeß. Wie bereits in Bild 1.2 zu erkennen, weist der Zellzyklus
funktionell unterschiedliche Phasen auf. Diese sind durch ihren Stoﬀwechsel und auch
durch die Morphologie der Zellen gekennzeichnet. Beispielsweise lagern die Einzelzellen
Speicherstoﬀe ein, die der Zelle in der Doppelzellphase wieder zur Verfu¨gung stehen (siehe
Abschnitt 2.4.2.3). Daru¨ber hinaus zeigen Experimente mit genetisch vera¨nderten Orga-
nismen oder Kulturen unter Zugabe von Hemmstoﬀen, daß es im Verlauf des Zellzyklus
Kontrollpunkte gibt, die unter gewissen Bedingungen den Zellzyklus unterbrechen. Wer-
den die notwendigen Bedingungen an diesen Kontrollpunkten nicht erfu¨llt, so kommt es
zu einer Blockade des Zellzyklus. Die Zellen treten dann nicht in die folgende Zyklusphase
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Bild 2.21: Verknu¨pfung der Zyklusphasen und Zellklassen. A Morphologische Vera¨nderungen im
Verlauf des Zellzyklus (Alberts et al., 1995), B Ein-Klassen-Modell, C Zyklusphasenmodell, D Mehr-
Klassen-Modell, g kennzeichnet das genealogische Alter der Zellklassen
ein. Hierbei ist zwischen der durch den Zellzyklus ausgedru¨ckten Reife und dem Stoﬀwech-
sel der Zellen zu unterscheiden. Eine durch geeignete Maßnahmen blockierte Zelle kann
trotzdem in der Lage sein, weiter zu wachsen. Im folgenden ist dieser Zusammenhang mit
Hilfe des in Bild 2.21 A aufgefu¨hrten Kontrollpunktes START erla¨utert. Das START-
Signal kontrolliert den U¨bergang von der G1-Phase in die S-Phase. Diese Transition ist
verbunden mit der Ausbildung der Knospe an der Zellwand der Mutterzelle. Erfolgt kein
START-Signal, nimmt die Masse der Zelle zwar weiter zu, es ist jedoch keine morphologi-
sche Vera¨nderung zu beobachten. Durch eine gezielte Zugabe von Hemmstoﬀen bzw. durch
genetische Manipulationen ko¨nnen Kulturen erzeugt werden, in denen die natu¨rlichen Be-
dingungen fu¨r das START-Signal verletzt sind. Bei einem vorgezogenen START-Signal ist
die Zelle noch sehr klein, wenn die Sprossung eingeleitet wird. Mit jeder Teilung entstehen
dann immer kleinere Zellen. Umgekehrt entstehen bei einem verzo¨gerten START-Signal
gro¨ßere Zellen als u¨blich.
Aus den genannten Gru¨nden erfolgt einen Aufteilung des Zellzyklus im Modell in verschie-
dene Phasen. Jede Phase la¨ßt sich dabei durch das in Abschnitt 2.2.4 urspru¨nglich fu¨r
den gesamten Zellzyklus vorgestellte System von Diﬀerentialgleichungen beschreiben. Die
Modellstruktur besteht dann aus einer Matrix von biologischen Phasen, die nach ihrem
genealogischen Alter und ihrer Reihenfolge im Zellzyklus geordnet sind. Im folgenden sind
die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Modelle vorgestellt.
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2.4.4.1 Ein-Klassen-Modell
Einige charakteristische Eigenschaften des diskreten Wachstumsprozesses lassen sich be-
reits durch das in Bild 2.21 B skizzierte Ein-Klassen-Modell darstellen. Der gesamte Zell-
zyklus wird in diesem Fall durch eine Zyklusphase charakterisiert. Das einzige diskrete
Ereignis stellt dabei die Zellteilung am Ende des Zellzyklus dar. Zur Beschreibung der Ver-
teilung der Zellen wird mindestens eine Gro¨ße, z.B. die Zellzahl n(t, p) beno¨tigt, die eine
Abha¨ngigkeit von Prozeßzeit t und Zykluszustand p aufweist und damit einer partiellen
Diﬀerentialgleichung gehorcht.
Im Populationsmodell sind fu¨r jede Klasse die minimale Zellmasse zu Beginn des Zellzyklus
und die maximale Masse am Ende des Zellzyklus sowie das Teilungsverha¨ltnis zwischen
Mutter- und Tochterzellanteil anzugeben. Bei einer endlichen Anzahl von genealogischen
Klassen ergeben sich jedoch gewisse Randbedingungen. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist
hierdurch eingeschra¨nkt. Soll beispielsweise nur eine Klasse Beru¨cksichtigung ﬁnden, so
sind im Modell beide Zellteile nach der Teilung von gleicher Gro¨ße und ihre Zellmasse ist
halb so groß wie die Zellmasse der Zellen am Ende des Zellzyklus. Es bleibt lediglich ein
Freiheitsgrad: Die Zellmasse am Ende des Zyklus.
Da die prinzipiellen Eigenschaften des Zellzyklus bereits im Ein-Klassen-Modell enthalten
sind, wird es insbesondere zu Testzwecken verwendet.
2.4.4.2 Tochter-, Einzel- und Doppelzellphase
Fu¨r die sprossende Hefe ist die Annahme einer gleichen Masse von Mutter- und Toch-
terzelle nicht zula¨ssig. Das einfachste Modell entha¨lt daher zwei Klassen: Mutter- und
Tochterzellen. Diese Struktur erlaubt eine unsymmetrische Teilung. Bedingt durch die
Wahl von zwei Klassen, weisen Mutter- und Tochterzellen am Ende des Zellzyklus die
gleiche Masse und das gleiche Teilungsverha¨ltnis auf. Das heißt, nachdem die Tochter-
zellen die Gro¨ße der Mutterzellen erreicht haben, sind sie im Modell nicht mehr von den
Mutterzellen zu unterscheiden. Es bleiben zwei Freiheitsgrade: Die Zellmasse am Ende
des Zyklus und das Teilungsverha¨ltnis.
Motiviert durch den gegenu¨ber der Einzelzellphase vera¨nderten Stoﬀwechsel in der Dop-
pelzellphase unterteilt Stra¨ssle (1988) den Zellzyklus in zwei Zyklusphasen. Vor dem Be-
ginn der Sprossung und damit vor dem Eintritt in die Doppelzellphase mu¨ssen die Zel-
len das START-Signal erhalten. Will man das START-Signal zum Beginn der S-Phase
beru¨cksichtigten, so ist es notwendig, zwischen den Zyklusphasen einen Kontrollpunkt
einzufu¨hren (siehe Bild 2.21 C).
Durch die unsymmetrische Teilung entstehen zwei verschieden große Zellen — kleinere
Tochter- und gro¨ßere Mutterzellen. Stra¨ssle (1988) beru¨cksichtigt dies durch eine dritte
Phase fu¨r die kleineren Tochterzellen. Erreichen die Tochterzellen die Gro¨ße der Mut-
terzellen, ﬁndet keine weitere Unterscheidung zwischen den beiden Zellklassen statt. Das
Modell beru¨cksichtigt die fu¨r Hefezellen charakteristische unsymmetrische Teilung, stellt
jedoch kein echtes Zwei-Klassen-Modell dar, da in Einzel- und Doppelzellphase nicht nach
dem genealogischen Alter unterschieden wird.
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Tabelle 2.4: Zyklusphasen und -eigenschaften der Phasenmodelle im Vergleich. Statische Abha¨ngig-
keiten genu¨gen algebraischen Gleichungen, dynamische genu¨gen partiellen Diﬀerentialgleichungen
bezu¨glich der unabha¨ngigen Vera¨nderlichen t und p
Phase Tochterzelle Einzelzelle Doppelzelle
Modell n. Stra¨ssle (1988)
Zyklus p f(m) f(m) f(T )
statische Masse Masse Zyklusalter
dynamische Zellzahl Zellzahl Zellzahl
Abha¨ngigkeit Speicherstoﬀ Speicherstoﬀ
Masse
 Stra¨ssle (1988) verwendet eine feste Zuordnung von Zyklus und Masse: Je
nach Masse der Sproßzellen beginnen diese ihren Zyklus mit p = 0
Modell A + C
Zyklus p f(m,m0) f(m) f(T )
statische — Masse —
dynamische Zellzahl Zellzahl Zellzahl
Abha¨ngigkeit Speicherstoﬀ Speicherstoﬀ
Masse Masse
Zyklusalter Zyklusalter Zyklusalter
Modell B
Zyklus p f(m) f(m) f(m)
statische Masse Masse Masse
dynamische Zellzahl Zellzahl Zellzahl
Abha¨ngigkeit Speicherstoﬀ Speicherstoﬀ
Zyklusalter Zyklusalter Zyklusalter
Die Aufteilung in Einzel- und Doppelzellphase ermo¨glicht es jedoch, die morphologi-
sche Vera¨nderung durch die Sprossung zu beru¨cksichtigen. Neben der Zellzahl verwendet
Stra¨ssle (1988) als verteilte Parameter die Zellmasse, die Zykluszeit (nur in der Doppel-
zellphase) und den Speicherstoﬀgehalt der Zellen (in Doppel- und Einzelzellphase), um
die spontane Synchronisation der Kultur erkla¨ren zu ko¨nnen. In jedem Abschnitt sind so
maximal drei partielle Diﬀerentialgleichungen zu lo¨sen (siehe Tabelle 2.4).
Die Tochter- und die Einzelzellphase stehen biologisch fu¨r die G1-Phase, die durch eine
Zunahme der Zellmasse gekennzeichnet ist. Konsequenterweise existiert hier eine starre
Kopplung zwischen dem Zykluszustand und der Zellmasse. Stra¨ssle (1988) beschreibt diese
Abha¨ngigkeit durch den exponentiellen Zusammenhang nach Gleichung (2.32). Das Ende
beider Phasen ist durch eine als konstant angenommene Zellmasse deﬁniert.
Die Sprossungsphase (Doppelzellphase S-, M-Phase) wird als weitgehend unabha¨ngig
von a¨ußeren Einﬂu¨ssen beschrieben. Dies kann man sowohl durch die Speicherstoﬀe als
auch durch ein genetisches Programm erkla¨ren. Stra¨ssle (1988) entscheidet sich daher,
das Zyklusalter starr an die Zyklusvariable zu koppeln. Die Sprossungszeit wird dabei im
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Bild 2.22: Zellmasse der sich teilenden Doppelzelle sowie des Tochter- und des Mutterzellanteils,
Zellmasse zum Zeitpunkt der Sprossung und die mittlere Zellmasse in asynchroner stationa¨rer Kultur
im Modell nach Stra¨ssle (1988)
Modell als konstant angenommen. Am Ende dieser Phase weisen die Zellen eine durch das
Angebot an internen und externen Substraten bestimmte Zellmasse auf. Daher muß die
Zellmasse wa¨hrend dieser Phase durch die partielle Diﬀerentialgleichung (2.25) berechnet
werden.
Das Teilungsverha¨ltnis zwischen Mutter- und Tochterzellanteil der Doppelzellen wird
durch einen konstanten Mutterzellanteil festgelegt. Der Tochterzellanteil berechnet sich
dann aus der Diﬀerenz der Zellmasse der sich teilenden Zelle und dem (konstanten) Mut-
terzellanteil. Bild 2.22 zeigt den Zusammenhang zwischen Verdu¨nnungsrate und Zellmasse
in der asynchronen Kultur in diesem Modell. Mit abnehmender Verdu¨nnungsrate sinkt die
Zellmasse zum Ende des Zellzyklus und daher auch die Zellmasse der Tochterzellen. Fu¨r
geringere Verdu¨nnungsraten bleibt die Zellmasse der Tochterzellen ungefa¨hr konstant, da
in der Sprossungsphase zusa¨tzliche Speicherstoﬀe zur Verfu¨gung stehen. Ohne die einge-
lagerten Speicherstoﬀe nimmt die Zellmasse weiter ab.
Die Generationszeiten setzen sich dabei aus der Dauer der jeweiligen Zyklusphasen zu-
sammen. Fu¨r die Generationszeit der Tochterzellen mu¨ssen alle drei Phasen beru¨cksichtigt
werden; wa¨hrend sich die Generationszeit der Mutterzellen nur aus der Dauer von Einzel-
und Doppelzellphase zusammensetzt. Berechenbar sind die Generationszeiten mit dem
Phasenmodell nur fu¨r die asynchronen kontinuierliche Kultur, da die Zellverteilung hier
stets konstant ist. In der synchronen Kultur ist dies nicht mo¨glich, da Mutter- und Toch-
terzellen ab der Einzelzellphase nicht mehr unterschieden werden.
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Bild 2.23: Generationszeiten der Mutter- und Tochterzellen sowie die La¨nge der Sproßphase Modell
I: Thompson und Wheals (1980); Modell II: Stra¨ssle (1988)
Die Generationszeiten des von Stra¨ssle (1988) angegebenen Modells weichen in der asyn-
chronen Kultur erheblich von den Meßdaten ab (Bild 2.23). Das Modell entha¨lt keine
Erkla¨rung fu¨r das sich mit der mittleren Verdopplungszeit TD a¨ndernde Verhalten von
Mutter- und Tochterzellen. Die im Modell mit TB = 72min als konstant angenommene
Dauer der Sprossungsphase fa¨llt verglichen mit den Meßwerten zu kurz aus. Fu¨r eine sehr
lange Verdopplungszeit zeigt das Modell eine starke Neigung zur Synchronisation, so daß
in diesem Bereich keine Werte fu¨r die asynchrone Kultur vorliegen.
Zur Verbesserung der U¨bereinstimmung der Generationszeiten in Simulation und Experi-
ment wurde die Beschreibung der Doppelzellphase erweitert. Die im folgenden vorgestell-
ten Varianten erlauben zusa¨tzlich eine Analyse ihres Einﬂusses auf die Synchronisation
der Kultur.
Fu¨r jede Zyklusphase besteht generell die Mo¨glichkeit, ihre Dauer oder den zu erreichen-
den Reifezustand festzulegen. Der Reifezustand ist beispielsweise durch die Zellmasse
charakterisiert. In Phasen mit konstanter Dauer ist die Zellmasse am Ende der Phase von
den a¨ußeren Bedingungen abha¨ngig, also a priori unbekannt. Die umgekehrte U¨berlegung
gilt fu¨r den Fall mit fester Zellmasse. Hier ist die beno¨tigte Zeit unbekannt.
Die Dauer der Tochter- und der Einzelzellphase ist weiterhin durch konstante Zellmassen
am Ende der Phasen festgelegt. Fu¨r die Doppelzellphase ist sowohl die Vorgabe der Zeit
als auch der Zellmasse mo¨glich. Das verwendete Modell entha¨lt drei Varianten.
Modell A ist durch eine konstante Sprossungsphase TB = 0.8 h gekennzeichnet. Dies ent-
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spricht dem von Stra¨ssle (1988) vorgestellten Modell. Die Zellmasse wa¨hrend der Doppel-
zellphase ist in diesem Fall durch eine separate partielle Diﬀerentialgleichung zu berech-
nen. Die Variation der Zellmasse am Ende des Zyklus bedeutet, daß auch die Zellmasse
der Tochterzellen einer sta¨ndigen A¨nderung unterworfen ist. Um die Randbedingung auf
einfache Weise zu erfu¨llen, wird angenommen, daß der Mutterzellanteil stets konstant ist.
Modell B verwendet fu¨r die sich teilenden Zellen eine konstante Masse. Damit sind so-
wohl Mutterzellanteil als auch der Tochterzellanteil bei der Teilung unabha¨ngig von der
Verdu¨nnungsrate.
Um eine bessere U¨bereinstimmung mit den Meßwerten zu erreichen, ist in Modell C
die Sprossungszeit TB abha¨ngig von der Wachstumsrate gewa¨hlt. Es wird hierbei das
von Thompson und Wheals (1980) fu¨r die asynchrone kontinuierliche Kultur angegebene
Modell
TB(µ) = min
(
0.49
1
µ
+ 0.1 h, 0.076
1
µ
+ 1.8 h
)
(2.39)
verwendet. Dieser Modellansatz ist allerdings nur bedingt auf die synchrone Kultur zu
u¨bertragen. Anders als in der asynchronen Kultur ist die Wachstumsrate dort einem
sta¨ndigen Wechsel unterworfen.
Tabelle 2.4 entha¨lt eine Aufstellung der in den drei Modellen beru¨cksichtigten Variablen;
die hierbei verwendeten Parameter ﬁnden sich in Bild 2.24. Sofern mo¨glich sind fu¨r al-
le Phasen die minimale und maximale Masse angegeben. Fu¨r die Modelle A und C ist
die minimale Masse der Tochterzellphase und die maximale Masse der Doppelzellpha-
se zeitvariabel, da die Dauer der Doppelzellphase vorgegeben ist. Zur Bestimmung der
Zyklusgeschwindigkeit q in der Tochterzellphase ist die in Abschnitt 2.2.4.1 angegebene
A¨nderung der unteren Zyklusgrenze zu beru¨cksichtigen. Fu¨r das Phasenmodell genu¨gen
die Parameter der Zeile g = 0; die weiteren Zeilen fu¨hren die Parameter des Mehr-Klassen-
Modells auf.
2.4.4.3 Mehr-Klassen-Modell
Eine echte Populationstruktur erfordert zusa¨tzliche genealogische Klassen gegenu¨ber dem
Phasenmodell. Wie bereits erwa¨hnt, ist die Berechnung der Generationszeiten verschiede-
ner Zellklassen erst dann mo¨glich, wenn diese Klassen auch separat im Modell enthalten
sind. Es erscheint daher sinnvoll, die Zyklusphasen des in Abschnitt 2.4.4.2 vorgestellten
Phasenmodells in jeder genealogischen Klasse einzufu¨hren (Bild 2.21 D). Mit jeder weite-
ren Altersklasse vervielfacht sich somit die Gesamtzahl der zu berechnenden Zyklusphasen.
Verwendet man das in Abschnitt 2.3 vorgestellte Populationsmodell, so wechselt eine Zelle
mit jeder Teilung in die na¨chst ho¨here Altersklasse. Der Zuﬂuß der Klasse der a¨ltesten
Zellen setzt sich aus dem Zustrom der vorhergehenden Klasse und der a¨ltesten Klasse
selbst zusammen. Die Eigenschaften der Zuﬂu¨sse, wie zum Beispiel die Masse der Zellen,
sind daher zu mittleren Eigenschaften zusammenzufassen. Zu jeder Mutterzellklasse exi-
stiert eine korrespondierende Tochterzellklasse, die ihre Sproßzellen aufnimmt. Nach dem
ersten Zellzyklus gehen alle Tochterzellen in die erste Mutterzellklasse u¨ber. Hier ist eine
weitere Mittelung der Eigenschaften der Zellen notwendig. Die Summation der Zellﬂu¨sse
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Bild 2.24: Zellmasse zu Beginn und am Ende der Zyklusphasen. In den Modellen A und C wird die
bei der Teilung erreichte Massem1,P i durch die La¨nge der Sprossungsphase TB bestimmt. Daher sind
die Massen am Ende der Doppelzellphase und am Beginn der Tochterzellphase variabel. In Modell C
weisen alle Phasen eine feste Zuordnung zwischen Zyklus und Zellmasse auf. Von unten nach oben
sind jeweils die Zellklassen mit aufsteigendem genealogischem Alter g dargestellt
ist analog zum oben aufgefu¨hrten Phasenmodell bereits im Anschluß an die Tochterzell-
phase vorgesehen. Die Tochterzellklassen sind also in der Einzel- bzw. Doppelzellphase
nicht zu unterscheiden. Die vorgestellte Lo¨sung entha¨lt g vollsta¨ndige Mutterklassen und
g lediglich in der Tochterzellphase unterscheidbare Tochterklassen. Da die Tochterklassen
einer meßtechnischen Unterscheidung nicht zuga¨nglich sind, ist diese Modellstruktur fu¨r
die meisten Anwendungen geeignet. Die gewu¨nschte Anzahl der genealogischen Klassen
ist dabei beliebig wa¨hlbar. Die Parameter des Modells sind in Bild 2.24 angegeben. Sie
entstehen durch Vervielfachung der Parameter des einfacheren Phasenmodells. Da keine
Messungen der Zellmasse fu¨r die synchrone Kultur unter Beru¨cksichtigung der genealo-
gischen Klassen vorliegen, sind hier die gleichen Massen fu¨r alle Klassen angenommen
worden. Fu¨r g = 0 entsteht aus dem Mehr-Klassen-Modell das in Bild 2.21 C gezeigte
Phasenmodell.
Die fu¨r jede genealogische Klasse vorgesehenen verteilten Variablen umfassen jeweils die
des Phasenmodells. Zur Beru¨cksichtigung der mit dem genealogischen Alter zunehmenden
Masse wurde die Einzelmasse der Zellen ebenfalls als verteilte Variable berechnet. Im Hin-
blick auf die Analyse der synchronen Kulturen ist es wu¨nschenswert, die Generationszeit
zu berechnen. Hierfu¨r wird zusa¨tzlich in allen Abschnitten das Zyklusalter ermittelt.
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2.4.5 Synchronisation des Zellzyklus
Wie aus praktischen Untersuchungen hervorgeht, neigen kontinuierliche Hefekulturen bei
gewissen Wachstumsraten zu einer Synchronisation der Sprossung. Mit anderen Worten,
der Zellzyklus la¨uft bei einer Vielzahl von Zellen synchron ab. Da der Stoﬀwechsel in den
Zyklusphasen unterschiedlich ist, kommt es im Fall der Synchronisation zu einer periodi-
schen A¨nderung einer Vielzahl von Prozeßparametern des Bioreaktors. Der Stoﬀwechsel
derjenigen Phase, in der sich die Mehrzahl der Zellen beﬁndet, dominiert dabei das Verhal-
ten der gesamten Kultur. In der durch eine zeitinvariante Zellverteilung gekennzeichneten
asynchronen Kultur ist der vom Zellzyklus abha¨ngige Stoﬀwechsel nicht zu beobachten.
Die Prozeßparameter spiegeln hier die mittleren Stoﬀwechseleigenschaften der Zellen wie-
der.
Die Mechanismen, die zu einer Synchronisation fu¨hren, sind bisher nicht vollsta¨ndig be-
kannt. Gesucht wird der Einﬂuß der Umgebungsbedingungen auf die Verteilung der Zellen
im Zellzyklus. Fundamental ist hierbei der Zusammenhang zwischen Wachstumsrate und
Substratangebot. Durch eine zeitabha¨ngige Wachstumsrate µ(t) ist es mo¨glich, unter-
schiedlichen Umgebungsbedingungen Rechnung zu tragen. Ein Einﬂuß auf die Zellvertei-
lung ist jedoch nur bei einer zusa¨tzlich vom Zellzyklus abha¨ngigen Wachstumsrate µ(t, p)
zu erwarten. Dies entspricht auch der biologische Vorstellung von den Vorga¨ngen wa¨hrend
des Zellzyklus. Hier werden Phasen unterschieden, in denen die Zellmasse zunimmt und
solche, in denen es zu Strukturvera¨nderungen im Zellaufbau kommt (siehe Bild 1.2 auf
Seite 23). Bereits ein vereinfachtes Modell, bestehend aus Phasen mit umgebungsabha¨ngi-
ger Wachstumsrate µ(t), und konstanter Wachstumsrate µ ist fu¨r eine Synchronisation
der Zellverteilung ausreichend (Stra¨ssle, 1988; Hoppenstead, 1989).
Die Zyklusgrenzen der Zyklusvariablen vera¨ndern sich ebenfalls mit den Umgebungsbe-
dingungen. Im Fall des Zyklusalters a ∈ [a, aT ] liegt die untere Grenze a = 0 zwar fest,
die Generationszeit aT ist jedoch von der Wachstumsrate abha¨ngig. Bei der Beschreibung
durch die Zellmasse m sind sowohl die minimale Masse m0 als auch die maximale Mas-
se m1 variabel. Vanoni et al. (1983) beobachten eine Abha¨ngigkeit der Zellgro¨ße von der
Qualita¨t des Substrates.
Der folgende Abschnitt zeigt den Einﬂuß einer A¨nderung der Zyklusgrenzen am Beispiel
der Generationszeit aT . Zum besseren Versta¨ndnis werden anschließend mo¨gliche Einﬂuß-
faktoren auf die Wachstumsrate µ(t, p) in den einzelnen biologischen Phasen diskutiert.
2.4.5.1 Vera¨nderung der Zyklusgrenzen
Der Einﬂuß einer A¨nderung der Zyklusgrenzen auf die Verteilungsdichte wird im folgenden
exemplarisch mit Hilfe der Darstellung des Zellzyklus durch das normierte Zyklusalter pa
analysiert. Die Variation der Generationszeit daT
dt
verursacht in der Diﬀerentialgleichung
(2.16) einen von pa abha¨ngigen Einﬂuß auf die Zyklusgeschwindigkeit qa. Das heißt, die
Zyklusgeschwindigkeit ist unterschiedlich im Zellzyklus und fu¨hrt daher zu einem Einﬂuß
auf die Verteilungsdichte. Wie das nachfolgende Beispiel einer Population, bestehend aus
einer Klasse von Zellen zeigt, fu¨hrt eine zeitlich begrenzte Vera¨nderung der Zyklusgrenzen
jedoch nicht zwingend zu einer dauerhaften A¨nderung der Verteilungsdichte.
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Bild 2.25 zeigt eine durch das Substratangebot verursachte periodische Wachstumsrate
µ(t). Wie in Abschnitt 2.2.3 demonstriert, wirkt sich die Wachstumsrate auf die Gene-
rationszeit aT (t) aus. Diese weist ebenfalls einen periodischen Zeitverlauf auf. Zu Beginn
des Experimentes fu¨r t = 0 ist die Verteilungsdichte konstant. Um die A¨nderungen bes-
ser beurteilen zu ko¨nnen, wurde die Verdu¨nnungsrate D = 0 und die Randbedingung
qa(t, 0)na(t, 0) = qa(t, 1)na(t, 1) gewa¨hlt. Im unteren Teil von Bild 2.25 wird die Vertei-
lungsdichte na(t, p) fu¨r verschiedene Zeitpunkte t gezeigt. Bei der periodischen Anregung
durch die Wachstumsrate ist eine Synchronisation der Zelldichte zu beobachten. Das Ma-
ximum der Verteilungsdichte wandert durch den Zellzyklus.
Ab t = 60 h liegen konstante Umgebungsbedingungen vor und fu¨r die Wachstumsrate gilt
µ = const. Mit der bereits in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen Verzo¨gerung nimmt auch die
Generationszeit aT einen konstanten Wert an. Nach dieser Zeit hat die Verteilungsdichte
wieder die gleiche Form wie zu Beginn des Experimentes. Die periodische Anregung durch
die Wachstumsrate konnte keinen bleibenden Einﬂuß auf die Lage einzelner Zellen im
Zellzyklus ausu¨ben.
Das Ergebnis erscheint plausibel, wenn man den Zellzyklus durch die auf die Zellmas-
se bezogene Zyklusvariable pm beschreibt. Da die zugeho¨rige Diﬀerentialgleichung (2.22)
keine explizite Abha¨ngigkeit der Zyklusgeschwindigkeit qm vom Zellzyklus pm zeigt, ist
die Zyklusgeschwindigkeit aller Zellen gleich und a¨ndert sich periodisch mit der Zeit. Mit
anderen Worten: Die Zellen bewegen sich mal schneller mal langsamer durch den Zellzy-
klus. Die Zelldichte nm(t, pm)) bleibt unvera¨ndert. Die synchronisierte Zelldichte na(t, pa)
im ersten Fall entsteht lediglich aufgrund der Normierung auf die nichtlineare Verteilung
des Zyklusalters a(t, pm) (Bild 2.25, untere Reihe). In der letzten Phase mit konstanter
Wachstumsrate stellt sich wieder eine gleichma¨ßige Verteilung des Zyklusalters u¨ber den
Zellzyklus ein und dementsprechend auch die urspru¨ngliche konstante Verteilungsdichte
na(t, p).
Die A¨nderung der Zyklusgrenzen alleine hat keine Vera¨nderung der Form der Verteilung
einer anschließenden stationa¨ren Phase zur Folge. Die von Hjortso und Nielsen (1995) an-
gegebene Synchronisation durch eine periodische A¨nderung der Generationszeit ist nur
solange vorhanden, wie die periodische Anregung anha¨lt. A¨hnliches gilt auch fu¨r die Zell-
massen m0 und m1 der Zellen zu Beginn und am Ende des Zellzyklus. Die durch eine
Anpassung an andere Umgebungsbedingungen hervorgerufenen transienten Vorga¨nge ha-
ben letztendlich keine Auswirkung auf die Form der Verteilungsdichte.
2.4.5.2 Wachstumsrate
Ruhephasen sind durch eine Unterbrechung des Wachstums gekennzeichnet. Es ist
mo¨glich, eine Ruhephase durch Stoppen der Substratzufuhr zu erreichen. Beru¨cksichtigt
man keine zusa¨tzlichen internen Speicherstoﬀe, triﬀt eine derartige Ruhephase alle Zellen
gleichermaßen. Das heißt, die Form der Verteilungsdichte bleibt unvera¨ndert. Wie bereits
an dem in Bild 2.7 gezeigten Beispiel fu¨r 5 h < t < 10 h zu erkennen, ist das erstellte
Modell in der Lage, diese Hungerphasen zu berechnen.
Eine andere Mo¨glichkeit fu¨r eine Zelle, sich in eine Ruhephase zu begeben, besteht, wenn
ein sogenannter Kontrollpunkt im Zellzyklus nicht u¨berwunden wird. Als Kontrollpunkt
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Bild 2.25: Zellverteilung bei einer periodischen Wachstumsrate µ(t). Der Zellzyklus ist im Intervall
p ∈ [0, 1] dagestellt
wird beispielsweise das START-Signal am Ende der G1-Phase bezeichnet, das den U¨ber-
gang von derG1- in die S-Phase steuert. Wird das START-Signal nicht gegeben, so verblei-
ben die Zellen in der G1-Phase (siehe Bild 1.2, Seite 23). Die Kontrollpunkte verursachen
nur bei den Zellen eine Unterbrechung des Zellzyklus, die sich im entsprechenden Zell-
zykluszustand beﬁnden. Ein la¨ngeres Ausbleiben eines Signals fu¨hrt zu einer Anha¨ufung
der Zellen vor dem zugeho¨rigen Kontrollpunkt und damit zu einer Synchronisation.
Das in Abschnitt 2.4.4 vorgestellte Modell erlaubt die Deﬁnition von Kontrollpunkten zwi-
schen den Zyklusphasen. In den folgenden Untersuchungen wird jedoch angenommen, daß
die Kontrollpunkte stets passiert werden, da die zur Verfu¨gung stehenden experimentellen
Daten keine Aufschluß u¨ber die Signale zur Steuerung des Zellzyklus liefern.
Speicherstoﬀe Der Stoﬀumsatz einzelner biochemischer Reaktionen in den Zellen ist
begrenzt. Das maximal mo¨gliche Wachstum wird im wesentlichen durch die maxima-
le respiratorische Kapazita¨t begrenzt (Sonnleitner und Ka¨ppeli, 1986). Das heiß, unter
Umsta¨nden kann ein Teil des aufgenommenen Substrates nicht zum Wachstum verwen-
det werden und wird in Form von Ethanol wieder ausgeschieden. Das Ethanol ist fu¨r
die Zellen jedoch nicht verloren, sondern kann zu einem spa¨teren Zeitpunkt, wenn die
respiratorische Kapazita¨t es erlaubt, wieder aufgenommen werden.
In der G1-Phase verwenden die Zellen einen weiteren Teil der aufgenommenen Substrate
zur Bildung zellinterner Reserven. Diese Speicherstoﬀe verwenden die Zellen, um die Ver-
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dopplung des genetischen Materials in der S-Phase weitgehend unabha¨ngig durchfu¨hren
zu ko¨nnen. Anders als das ausgeschiedene Ethanol als externer Speicherstoﬀ, stehen die
internen Speicherstoﬀe nur der einlagernden Zelle zur Verfu¨gung.
Fu¨r die Erkla¨rung der Synchronisation von Hefezellen in kontinuierlicher Kultur spielt die
Einlagerung von Speicherstoﬀen und die limitierte respiratorische Kapazita¨t laut Stra¨ssle
(1988) eine entscheidende Rolle. Mit Beginn der S-Phase mobilisieren die Zellen ihre
internen Speicherstoﬀe. Das dann nicht beno¨tigte Substrat sowie das von diesen Zellen
produzierte Ethanol steht anderen Zellen zur Verfu¨gung und ermo¨glicht es diesen, even-
tuell auch die S-Phase zu erreichen. Je gro¨ßer die Anzahl der Zellen ist, die gemeinsam in
die S-Phase eintreten, desto gro¨ßer fa¨llt die Sogwirkung fu¨r die nachfolgenden Zellen aus.
Dieser Mechanismus liegt dem im folgenden verwendeten Modell zugrunde. Der Zusam-
menhang zwischen Substratangebot und Wachstumsrate ist im Detail in Abschnitt 2.4.2
vorgestellt.
Kapitel 3
Lo¨sung der Modellgleichungen
Im Mittelpunkt der Betrachtungen steht der Bioreaktor in kontinuierlicher Betriebsweise.
Der Reaktorinhalt ist durch Zuﬂu¨sse und Abﬂu¨sse einer sta¨ndigen Vera¨nderung unter-
worfen. Sind die Prozeßparameter konstant, so spricht man vom sogenannten Chemostat.
Dieser Betrieb erfordert, daß Zuﬂuß und Abﬂuß gleich sind und eine homogene Durchmi-
schung des Reaktorvolumens vorliegt. Der Chemostat zeichnet sich durch determinierte
Umgebungsbedingungen fu¨r die Mikroorganismen aus und erlaubt die Untersuchung sta-
tiona¨rer Fließgleichgewichte. Vera¨nderte Prozeßparameter fu¨hren dabei zu transienten
Vorga¨ngen, bis sich wiederum ein stationa¨res Fließgleichgewicht einstellt.
In der Regel haben die konstanten Prozeßparameter des Chemostats auch fu¨r die unsym-
metrisch sprossende Hefe S. cerevisiae konstante Verla¨ufe der gemessenen Prozeßvariablen
zur Folge. Ein derartiges Verhalten ist jedoch nur bei einem Ausgleich der unterschiedli-
chen Wachstumseigenschaften im Verlauf des Zellzyklus mo¨glich. In diesem Fall, der soge-
nannten asynchronen Kultur, ist keine Vera¨nderung der genealogischen Zusammensetzung
zu beobachten. Das heißt, zu jedem Zeitpunkt ist die Anzahl der sich teilenden Zellen kon-
stant. Eine Vielzahl von kontinuierlichen Kulturen weist dieses asynchrone Wachstum auf,
das eine Ruhelage des Fließsystems darstellt. Hierbei handelt es sich jedoch nicht um den
einzigen mo¨glichen singula¨ren Zustand des beschriebenen Systems.
Neben dem konstanten Verlauf der gemessenen Prozeßvariablen lassen sich unter gewissen
Umsta¨nden auch periodische Zeitverla¨ufe beobachten. Diese Oszillationen ko¨nnen ver-
schiedene Ursachen haben. Eine aus der Dynamik einzelner enzymatischer Schritte re-
sultierende periodische Lo¨sung wird als biochemischer Oszillator bezeichnet. Ein Beispiel
hierfu¨r stellen die bereits in Abschnitt 2.4.2 erwa¨hnten glykolytischen Oszillationen dar,
die ihre Ursache in den konkurrierenden Reaktionen des Stoﬀwechselweges der Glykolyse
haben. Markus und Hess (1984) beschreiben diese in zellfreiem Hefeextrakt beobachteten
Oszillationen. Die Periodenla¨nge der Oszillation liegt im Bereich von einigen Minuten bis
zu einer Stunde.
Eine Periodizita¨t ist ebenfalls zu beobachten, wenn es zu einer Synchronisation des Zellzy-
klus kommt. Dieser Zustand wird als sogenannte synchrone Kultur bezeichnet. Die Wachs-
tumsrate und die Aktivita¨t der Zellen ist in den einzelnen Zellzyklusphasen unterschied-
lich. Erfolgt das Wachstum der Zellen synchron, spiegelt der Verlauf der Prozeßvaria-
blen den Stoﬀwechsel wa¨hrend des Zellzyklus wider. In der asynchronen Kultur ist diese
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Abha¨ngigkeit vom Zellzyklus nicht zu beobachten, da sich die verschiedenen Wachstums-
eigenschaften aufgrund der asynchronen Verteilung der Zellen im Zellzyklus ausgleichen.
Die Periodenla¨nge der synchronen Oszillationen liegen je nach eingestellter Verdu¨nnungs-
rate im Bereich von einigen Stunden bis u¨ber zehn Stunden. Die beiden beschriebenen
oszillierenden Kulturen, der biochemische Oszillator und die synchrone Kultur, stellen
eine periodische Lo¨sung des Fließsystems dar.
Die singula¨ren Lo¨sungen des Fließsystems haben den Vorteil, daß der Zustand des Sy-
stems mit Hilfe von vereinfachten Gleichungen charakterisiert werden kann. Im Fall der
asynchronen Kultur entfa¨llt beispielsweise die Zeitabha¨ngigkeit, so daß in der Regel einfa-
che algebraische Gleichungen die Biomasse- und Produktkonzentration als Funktion von
Verdu¨nnungsrate und Na¨hrstoﬀangebot beschreiben. Die Lo¨sung des dynamischen Mo-
dells ist erst dann erforderlich, wenn Aussagen u¨ber den Reaktor wa¨hrend transienter
Phasen zu treﬀen sind. Mit Hilfe der vereinfachten Beschreibung des stationa¨ren Zustan-
des ist dies nicht mo¨glich.
Auch die synchrone Kultur stellt einen besonderen Zustand des Fließsystems dar. Im Ge-
gensatz zur asynchronen Kultur ist sie durch in der gleichen Zellzyklusphase beﬁndliche
Teilpopulationen gekennzeichnet. Jede der in Abschnitt 2.3 beschriebenen genealogischen
Klassen besteht aus einer oder mehrerer dieser synchronen Teilpopulationen. Eine periodi-
sche Lo¨sung ist nur dann mo¨glich, wenn die Sprossung jeweils einer synchronen Teilpopula-
tion in allen genealogischen Klassen zum gleichen Zeitpunkt erfolgt. Die morphologischen
Untersuchungen der synchronen Kultur besta¨tigen dies, da der Sprossungsindex wa¨hrend
jeder Periode genau einmal ansteigt. Die Generationszeiten der einzelnen Zellen scheinen
also an die Periodenla¨nge, beziehungsweise an Vielfache von dieser, gebunden zu sein.
Das Verha¨ltnis zwischen den Generationszeiten der genealogischen Zellklassen, bezogen
auf die beobachtete Periodenla¨nge, wird als Wachstumsmodus bezeichnet. Unter dieser
Annahme leitet Bellgardt (1994a) fu¨r ein Modell mit einer Klasse von Mutter- und einer
Klasse von Tochterzellen eine Beziehung zwischen der beobachteten Periodenla¨nge und der
Verdu¨nnungsrate ab. Der Wachstumsmodus stellt hierbei einen zusa¨tzlichen Freiheitsgrad
der Kultur dar.
Wie bereits fu¨r die asynchrone Kultur erwa¨hnt, gilt der Zusammenhang lediglich fu¨r die
periodische Lo¨sung. Transiente Vorga¨nge infolge eines Moduswechsels oder vera¨nderter
Prozeßparameter lassen sich hierduch nicht beschreiben. Auch gibt das vereinfachte Mo-
dell keine Auskunft u¨ber die Synchronisation der Zellen und den Einﬂuß der Prozeßpa-
rameter auf den Wachstumsmodus. Aus diesem Grunde ist es notwendig, die in Kapitel
2 vorgestellten Modellgleichungen fu¨r das dynamische Zellzyklus- und Populationsmodell
vollsta¨ndig zu lo¨sen. Der folgende Abschnitt 3.1 stellt zu diesem Zweck eine numerische
Approximation der allgemeinen Lo¨sung der Modellgleichungen vor.
In Abschnitt 3.2 erfolgt dann die Erweiterung des von Bellgardt (1994a) vorgestellten
Zwei-Klassen-Modells zur Beschreibung der stationa¨ren synchronen kontinuierlichen Kul-
tur auf die in Abschnitt 2.3 eingefu¨hrte allgemeine Mehr-Klassen-Struktur. Experimentelle
Ergebnisse lassen vermuten, daß die Beschra¨nkung auf zwei Klassen nicht fu¨r alle beob-
achteten Kulturen ausreichend ist (Woldringh et al., 1993; Beuse et al., 1998). Es schließt
sich eine Analyse der Sensitivita¨t der vorhergesagten Periodenla¨nge bezu¨glich kleiner Ab-
weichungen der Generationszeiten von Mutter- und Tochterzellen an.
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3.1 Numerische Lo¨sung
Das Wachstum des Organismus S. cerevisiae wird in dem in Kapitel 2 vorgestellten Mo-
dell sowohl durch gewo¨hnliche als auch durch partielle Diﬀerentialgleichungen beschrie-
ben. Fu¨r eine Charakterisierung der Gas- und Flu¨ssigphase des Bioreaktors sind bei-
spielsweise gewo¨hnliche Diﬀerentialgleichungen ausreichend. Unter den in der Mikrobio-
logie u¨blichen Versuchsbedingungen im Ru¨hrkesselreaktor kann aufgrund der homogenen
Durchmischung im Reaktor der Zustand des Systems vollsta¨ndig durch die mittleren Kon-
zentrationen der Inhaltstoﬀe wiedergegeben werden. Zur numerischen Approximation der
Lo¨sung gewo¨hnlicher Diﬀerentialgleichungen sind eine Vielzahl von Algorithmen bekannt
(Press, 1992). Sie stehen in Form von Progamm-Bibliotheken zur Verfu¨gung. Im Rah-
men dieser Arbeit fand die Simulationssprache ACSL (Advanced continuous simulation
language) Verwendung, die eine einfache Verbindung von kontinuierlichen und diskreten
Modellteilen erlaubt (Breitenecker et al., 1993).
Die Berechnung des Zellzyklus geschieht stets mit Hilfe von partiellen Diﬀerentialglei-
chungen, in denen neben der Prozeßzeit der Zellzykluszustand als weitere unabha¨ngige
Variable auftritt. Die explizite Beru¨cksichtigung des Zellzyklus und des genealogischen
Alters ist immer dann notwendig, wenn die betrachteten Eigenschaften signiﬁkant von
der Verteilung der Zellen u¨ber den Zellzyklus abha¨ngen. Ein Beispiel dafu¨r ist die spon-
tane Synchronisation in kontinuierlichen Kulturen, die an einer anhaltenden Oszillation
der Prozeßvariablen erkennbar ist.
Die folgenden Abschnitte gehen auf die numerischen Methoden zur Lo¨sung einer den
Zellzyklus beschreibenden partiellen Diﬀerentialgleichung ein. Im Anschluß erfolgt eine
Validierung der implementierten Methoden. Hierbei ist, wegen des in Abschnitt 3.2 ange-
gebenen Zusammenhanges zwischen Verdu¨nnungsrate und Periodenla¨nge in der synchro-
nen Kultur, die Zellbilanz von besonderer Bedeutung.
3.1.1 Zyklusphasen und Kontrollpunkte
Die Kontrollpunkte teilen den Zellzyklus in eine Reihe von Zyklusphasen ein. Hierbei sind
die Zyklusphasen stets durch einen kontinuierlichen Reifeprozeß gekennzeichnet. Abha¨ngig
von den beobachteten biologischen Eigenschaften sind in jeder Zyklusphase die Wachs-
tumsgeschwindigkeit, die Zellmasse, der Speicherstoﬃnhalt und die aktiven Stoﬀwechsel-
pfade anzugeben. Die Intervallgrenzen einer Zyklusphase werden durch Kontrollpunkte
markiert. Im blockierten Zustand weisen die Kontrollpunkte eine Wachstumsgeschwin-
digkeit von q = 0 auf, der Reifeprozeß kommt zum Erliegen und am Kontrollpunkt ent-
steht eine Anha¨ufung von Zellen mit gleichem Zellzykluszustand. Im Extremfall, wenn
alle Zellen einer Zyklusphase an einem Kontrollpunkt angekommen sind, liegt eine im-
pulsfo¨rmige Verteilung vor. Die Berechnung einer derartigen Zellverteilung im Zyklus
bereitet numerische Schwierigkeiten, da es nicht mo¨glich ist, die fu¨r die Lo¨sung der parti-
ellen Diﬀerentialgleichung notwendige Ableitung bezu¨glich des Zellzyklus zu bestimmen.
An den Kontrollpunkten erfolgt daher keine Beschreibung durch die partielle Diﬀeren-
tialgleichung. Zwischen den Zyklusphasen wird statt dessen ein zusa¨tzliches Reservoir
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eingefu¨hrt, um gegebenenfalls den arretierten Zellzyklus zu charakterisieren. Zur Vermei-
dung eines derartigen Eﬀektes innerhalb einer Zyklusphase muß gefordert werden, daß die
Wachstumsgeschwindigkeit an keiner Stelle in der Zyklusphase auf q = 0 absinkt. Auch
direkt vor einem Kontrollpunkt muß fu¨r die Wachstumsgeschwindigkeit q > 0 gelten. Die
Wachstumsgeschwindigkeit q = 0 fu¨r die gesamte Phase ist dagegen zula¨ssig. Dies ist
notwendig, um auch einen Batch-Zustand (Verdu¨nnungsrate D = 0 h−1) beru¨cksichtigen
zu ko¨nnen.
3.1.2 Diskretisierung des Zellzyklus
Das Wachstum einzelner Zellen besteht aus dem Durchlauf durch die Phasen des Zellzy-
klus und ist in jeder Phase durch eine partielle Diﬀerentialgleichung der Form
∂n(t, p)
∂t
+
∂ (q(t, p)n(t, p))
∂p
= −D(t)n(t, p) (3.1)
beschreibbar. In der Gleichung stellt n(t, p) die jeweilige Zellzahl und q(t, p) die Wachs-
tumsgeschwindigkeit dar. Zur vollsta¨ndigen Deﬁnition ist die Angabe der Zellzahl zum
Beginn des Beobachtungszeitraumes (Anfangsbedingung) sowie die Zahl der neu in den
Zellzyklus eintretenden Zellen notwendig (Randbedingung).
Fu¨r die Berechnung der periodischen Lo¨sung der synchronen kontinuierlichen Kultur ist
es notwendig, daß die zugrunde gelegten numerischen Verfahren die Zellzahl unvera¨ndert
lassen. Die Bilanz der Zuﬂu¨sse und Abﬂu¨sse muß ausgeglichen sein, um einen sinnvollen
Vergleich zwischen der numerischen und der analytischen Lo¨sung zu ermo¨glichen. Gleiche
Voraussetzungen mu¨ssen auch fu¨r die Zellmasse gelten. Im einzelnen sind also folgende
Anforderungen an die numerische Lo¨sung der dynamischen Modellgleichungen zu stellen:
• Ausgeglichene Zellbilanz.
• Massenerhaltend, wobei die Zellmasse innerhalb des Zellzyklus mit der Wachstums-
rate µ(t, p) wa¨chst.
• Bei der Behandlung von synchronen Kulturen ist mit
”
impulsfo¨rmigen“ Verteilungen
zu rechnen. Diese Populationen mu¨ssen gegenu¨ber der analytischen Lo¨sung phasen-
treu sein und in ihrer Amplitude erhalten bleiben.
• Durch die Sprossung der Zellen entstehen aus einer Zelle jeweils zwei neue mit von-
einander abweichenden Eigenschaften. Eine endliche Klassenzahl erfordert es, meh-
rere Zuﬂu¨sse zusammenfu¨hren zu ko¨nnen. Das heißt, die Addition von Zellﬂu¨ssen
muß mo¨glich sein.
• Fu¨r den Fall, daß alle mobilisierbaren Substrate in einer Batch-Phase verbraucht
sind, mu¨ssen die Verfahren auch die ruhende Verteilung berechnen ko¨nnen (q = 0).
• Die numerische Stabilita¨t und die Konvergenz der Lo¨sung sind zu gewa¨hrleisten.
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Fu¨r eine Verbindung mit dem durch gewo¨hnliche Diﬀerentialgleichungen beschriebenen
Reaktormodell ist eine Integration u¨ber die verteilt parametrischen Variablen, wie die
Zelldichte n(t, p), erforderlich. Die Zellzahl in einer Zyklusphase ergibt sich beispielsweise
durch die Integration
N(t) =
∫ 1
0
n(t, p)dp, (3.2)
wobei die Zyklusvariable ohne Einschra¨nkung der Allgemeinheit auf das Intervall [0, 1]
normiert ist. Die Biomasse berechnet sich in analoger Weise durch Integration u¨ber das
Produkt aus der Zellzahl n(t, p) und der Zellmasse m(t, p) entsprechend der Gleichung
M(t) =
∫ 1
0
m(t, p)n(t, p)dp. (3.3)
Fu¨r die numerische Lo¨sung des Problems sind Routinen vorzusehen, die eine Diskreti-
sierung der partiellen Diﬀerentialgleichungen vornehmen. Dabei entsteht ein System von
gekoppelten gewo¨hnlichen Diﬀerentialgleichungen. Zur Kopplung an Systemteile mit kon-
zentrierten Parametern ist es notwendig, wie oben fu¨r die Zellzahl oder -masse gezeigt, eine
numerische Integration u¨ber den Zellzyklus durchzufu¨hren. Eine U¨bersicht verschiedener
Integrationsverfahren ﬁndet sich z.B. in Press (1992).
Die partielle Diﬀerentialgleichung kann man durch Diskretisierung der Zyklusvariablen
p auf ein System von gekoppelten gewo¨hnlichen Diﬀerentialgleichungen zuru¨ckfu¨hren.
Hierzu werden im folgenden drei numerische Verfahren betrachtet. Dabei handelt es sich
um
• die Finite Diﬀerenzen Methode (FD),
• die Finite Volumen Methode (FV) und
• die Charakteristikenmethode (Ch).
Sowohl das hier verwendete FD- als auch das FV-Verfahren verwenden eine up-stream
Variante, das heißt der numerischen Berechnung liegen mehr Werte entgegen der Fluß-
richtung zugrunde, um die ra¨umlichen Ableitungen zu berechnen. Da die Reife der Zellen
und damit die Zyklusvariable stets ansteigt, werden mehr Werte mit geringerer Zyklus-
variable verwendet. Durch die Normierung auf das feste Intervall [0, 1] treten jedoch Pro-
bleme auf, wenn sich die korrespondierenden Intervallgrenzen, z.B. die Massen an den
Zyklusra¨ndern, a¨ndern. Wa¨hrend der Anpassung der Verteilung an die neue Normierung
sind theoretisch auch Verschiebungen entgegen der Flußrichtung in Teilen des Zellzy-
klus mo¨glich. In diesem Fall ist die Flußrichtung bei der Auswahl der Stu¨tzstellen zur
Berechnung der ra¨umlichen Ableitungen zu beru¨cksichtigen. In keinem Fall ist ein U¨ber-
schreiten der Phasengrenzen entgegen der Wachstumsrichtung zula¨ssig. Biologisch macht
dies keinen Sinn, da das Passieren einer Phasengrenze in der Regel nicht reversibel ist.
Beispielsweise kann eine Zelle nach erfolgter Teilung diese nicht mehr ru¨ckga¨ngig machen.
Die Beschreibung des Zellzyklus durch das feste Intervall [0, 1] sto¨ßt bei einem schnellen
Anstieg der Zellmasse zu Beginn des Zellzyklus an ihre Grenze. Zellen, die eine kleinere
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Bild 3.1: Diskretisierung einer Phase des Zellzyklus im Intervall p ∈ [0, 1] in (N− 1) a¨quidistante
Abschnitte [(i − 1)∆p, i∆p]
Zellmasse aufweisen als diejenigen, die den Zyklus neu beginnen, lassen sich nicht durch
einen Zustand im Intervall [0, 1] beru¨cksichtigen. Durch die Normierung auf die neuen
Grenzen (sprich die Eintrittsgro¨ße) weisen die a¨lteren aber kleineren Zellen einen negativen
(und damit unsinnigen) Wert der Zyklusvariable auf. Die Zell- und Massenbilanz bleibt in
diesem Fall nur dann erhalten, wenn diese Zellen in einem Reservoir zwischen den Phasen
aufgefangen werden.
Eine Zyklusphase sei aufgeteilt in N − 1 a¨quidistante Abschnitte. Der Nte Abschnitt
schließt direkt an das Intervall [0, 1] an. Zur Interpolation an den Phasengrenzen ist es
nicht zula¨ssig, auf Werte einer nachfolgenden oder vorhergehenden Zyklusphase zuru¨ck-
zugreifen, da in dieser andere Bedingungen gelten und sich damit andere Zahlenwerte
einstellen. Teilweise ist die Verwendung der nachfolgenden Werte unmo¨glich aufgrund
mehrerer Zuﬂu¨sse aus verschiedenen Zellklassen, wie sie nach der Sprossung entsprechend
der genealogischen Matrix auftreten. Der Nte Abschnitt wird verwendet, um den weiteren
Verlauf der Zellen dieser Zyklusphase abzuscha¨tzen. Am Beginn einer Zyklusphase ist ein
derartiges Verfahren nicht mo¨glich, da nicht bekannt ist, welche Zellen in der Zukunft zu
dieser Zyklusphase geho¨ren werden. Die Zellzahl in den N Abschnitten wird durch eine
Stu¨tzstelle in der Mitte des jeweiligen Abschnittes charakterisiert. Damit la¨ßt sich die
Zellzahl n(t, p) durch die markierten diskreten Werte ni(t), wie in Bild 3.1 dargestellt,
approximieren.
Die Gesamtzahl der Zellen im Intervall p ∈ [0, 1] erha¨lt man durch eine numerische Inte-
gration der Zelldichte. Im einfachsten Fall kann das Integral durch die Summe u¨ber die
Produkte aus Zellzahl und Gitterabstand approximiert werden. Es gilt
N(t) = ∆p
N−1∑
i=1
ni(t). (3.4)
Dieses Verfahren ist bei einer a¨quidistanten Diskretisierung des Zellzyklus fu¨r eine große
Zahl von Stu¨tzstellen ausreichend. Beim Charakteristikenverfahren sind die Stu¨tzstellen
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nicht mehr a¨quidistant verteilt. In diesem Fall mu¨ssen die einzelnen Absta¨nde zwischen
den Stu¨tzstellen beru¨cksichtigt werden. Mit Hilfe einer linearen oder quadratischen Inter-
polation zwischen den Werten gelingt es, den Fehler der Approximation zu verringern.
3.1.2.1 Finite-Diﬀerenzen-Methode
Die Finite-Diﬀerenzen-Methode ersetzt die ra¨umliche Ableitung auf dem Zyklusgitter
durch den Diﬀerenzenquotienten. Die hier gewa¨hlte (ra¨umlich) diskrete Form der par-
tiellen Diﬀerentialgleichung (3.1) lautet
dni(t)
dt
+
qi(t)ni(t)− qi−1(t)ni−1(t)
∆p
= −D(t)ni(t). (3.5)
Hierdurch entsteht ein gekoppeltes System von gewo¨hnlichen Diﬀerentialgleichungen. Die
Variable ni bezeichnet die Zahl der Zellen im Zyklus p = (i + 1/2)∆p fu¨r i ∈ {1, N}
und ∆p = 1/(N−1). Das Verfahren verwendet zur Berechnung der ra¨umlichen Ableitung
jeweils einen Wert vor dem laufenden Abschnitt. Am Anfang der Zyklusphase fu¨r i = 1
wird die Diﬀerenz abweichend aus den Funktionswerten n1 und n2 gebildet, da kein Wert
links des Intervalls [0, 1] vorliegt (siehe Bild 3.1).
3.1.2.2 Finite-Volumen-Methode
Die Finite-Volumen-Methode bilanziert den Fluß an den Grenzen der a¨quidistanten Ab-
schnitte [(i− 1)∆p, i∆p]. Um die Bilanz an den Grenzen zwischen den Abschnitten nicht
zu verletzen, muß der Fluß aus dem jeweils laufenden Abschnitt stets identisch dem Fluß
in den folgenden Abschnitt sein. Da die Grenzen der Abschnitte genau zwischen zwei
Stu¨tzstellen liegen, sind die Variablen auf den Grenzen durch die Indizes i − 0.5 bzw.
i + 0.5 bezeichnet. Die Gleichung (3.1) wird entsprechend des gewa¨hlten FV-Verfahrens
durch
dni(t)
dt
+
qi+0.5(t)ni+0.5(t)− qi−0.5(t)ni−0.5(t)
∆p
= −D(t)ni(t) (3.6)
beschrieben. Bei Verwendung einer quadratischen up-stream Interpolationsformel nimmt
der Fluß ui+0.5 an den Abschnittsgrenzen die Form
ui+0.5 = qi+0.5 ni+0.5 = −1
8
ui−1 +
3
4
ui +
3
8
ui+1 (3.7)
an. Das Einsetzen von Gleichung (3.7) fu¨r ui+0.5 und ui−0.5 in Gleichung (3.6) liefert
dni(t)
dt
+
1
∆p
(
−1
8
ui−2 +
7
8
ui−1 − 3
8
ui − 3
8
ui+1
)
= −D(t)ni(t). (3.8)
Das Verfahren beno¨tigt also jeweils zwei Werte vor und einen Wert nach dem laufenden
Abschnitt. An den Ra¨ndern der Zyklusphase liegen die Werte nicht vor und daher ist der
Algorithmus dort zu modiﬁzieren. Am Beginn der Phase gilt dies fu¨r den Fluß zwischen
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den beiden ersten Abschnitten, am Ende der Phase fu¨r den Fluß aus dem letzten Ab-
schnitt. Unter Verwendung einer linearen bzw. einer quadratischen Interpolationsformel
gelingt es, die beno¨tigten Flu¨sse durch
u1.5 =
1
2
u1 +
1
2
u2 (3.9)
un+0.5 =
3
8
un−2 − 5
4
un−1 +
15
8
un (3.10)
zu berechnen.
Die quadratische Interpolation liefert in der Regel eine genauere Approximation der Flu¨sse
zwischen den Stu¨tzstellen. Bei steileren Flanken in der ra¨umlichen Verteilungsfunktion,
wie dies bei einer Synchronisation der Fall ist, entstehen jedoch teilweise gro¨ßere Fehler
als bei einer linearen Interpolation. Dabei ko¨nnen sogar physikalisch unsinnige negative
Werte fu¨r die Zellzahl auftreten. Bei der obigen Berechnung ist daher stets zu pru¨fen, ob
u¨berhaupt Zellen in dem betrachteten Abschnitt vorhanden sind. Ist dies nicht der Fall,
darf auch kein Fluß aus dem Abschnitt ﬂießen. Die Simulation zeigt, daß auf diese Weise
nur a¨ußerst kleine, vernachla¨ssigbare negative Zahlenwerte in den Bereichen entstehen, in
denen keine Zellen vorliegen.
3.1.2.3 Charakteristikenverfahren
Wa¨hrend die beiden vorigen Verfahren auf einem ra¨umlich festen Gitternetz arbeiten,
berechnet das Charakteristikenverfahren (Ch) die Trajektorie, auf der sich eine Zelle be-
wegt, die sogenannte Charakteristik. Zur Lo¨sung der Diﬀerentialgleichung (3.1) ist eine
Umformung notwendig. Die Anwendung der Produktregel liefert
∂n(t, p)
∂t
+ q(t, p)
∂n(t, p)
∂p︸ ︷︷ ︸
dn(t)
dt
+
∂q(t, p)
∂p
n(t, p) = −D(t)n(t, p). (3.11)
Entlang der Charakteristik
dp
dt
= q(t, p) (3.12)
gilt das totale Diﬀerential
dn(t)
dt
= −D(t)n(t)− ∂q(t, p)
∂p
n(t). (3.13)
Fu¨r den einfachen Fall einer vom Zykluszustand unabha¨ngigen Wachstumsgeschwindig-
keit q(t) ergeben sich ra¨umlich nicht gekoppelte Diﬀerentialgleichungen fu¨r den Zykluszu-
stand p und die Zellzahl n. Das Charakteristikenverfahren macht jedoch eine Integration
u¨ber eine Funktion mit nicht a¨quidistanten Funktionswerten notwendig, um die integralen
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Gro¨ßen zu bestimmen. Die nichta¨quidistante Verteilung entsteht, sobald die Wachstums-
geschwindigkeit eine Funktion des Zyklus darstellt. Die Reife von Zellen auf benachbarten
Trajektorien nimmt dann nicht mehr gleichma¨ßig zu und fu¨hrt zu einer A¨nderung des Ab-
stands zwischen den Trajektorien. Die Synchronisation der Kultur bewirkt dabei, daß in
gewissen Bereichen keine Trajektorien und in anderen Bereichen eine große Ha¨ufung der
Stu¨tzstellen bei einer entsprechend großen Zellzahl n(t) auftreten. Wa¨hrend andere Berei-
che mit geringer Zelldichte auch nur sehr wenige Stu¨tzstellen aufweisen. Eine gleichma¨ßige
Verteilung der Stu¨tzstellen ist nur durch eine Interpolation von Zwischenwerten erreichbar.
Das Charakeristikenverfahren ist fu¨r diesen Fall um eine Art
”
Stu¨tzstellen-Managements“
zu erweitern: Werden die Lo¨cher in der Verteilung zu groß, ist durch Interpolation von
Zwischenwerten eine a¨quidistante Verteilung wiederherzustellen. Auf der Charakteristik
selber berechnet das Verfahren dann weiterhin eine exakte Lo¨sung. Durch die Interpola-
tion zur Erzeugung eines a¨quidistanten Gitters entstehen allerdings Fehler.
Besonders elegant gelingt das
”
Stu¨tzstellen-Management“ mittels der umgekehrten Be-
rechnung der Charakteristik. Ausgehend von einem a¨quidistanten Gitter im neuen Zeit-
schritt wird die Charakteristik zum alten Zeitschritt zuru¨ckverfolgt. Auf dem gescha¨tz-
ten nicht a¨quidistanten Gitter im alten Zeitschritt werden die Funktionswerte der Zell-
zahl durch Interpolation berechnet. Diese stellen dann die Anfangswerte zur Lo¨sung der
Diﬀerentialgleichung der Zellzahl dar. Streng genommen mu¨ßte man das Ru¨ckwa¨rts–
Charakteristikenverfahren iterativ verwenden, da die berechneten Anfangswerte sich wa¨h-
rend der darauf folgenden Integration a¨ndern. Das Verfahren liefert aber bereits ohne die
Iteration gute Ergebnisse.
Gegenu¨ber den Verfahren mit ortsfesten Stu¨tzstellengittern erfordert das Charakteristi-
ken–Verfahren einen gro¨ßeren Aufwand durch die Lo¨sung je eines Diﬀerentialgleichungs-
systems fu¨r die Trajektorie der Zelle und die Zellzahl auf der Trajektorie.
3.1.3 Lo¨sung mit Diﬀusion
3.1.3.1 Analytischer Diﬀusionsterm
Die partielle Diﬀerentialgleichung (3.1) charakterisiert das Wachstum einer Zelle im Zell-
zyklus. Zwei Zellen im gleichen Zustand haben in diesem deterministischen Modell genau
das gleichen Schicksal. Sie bewegen sich stets synchron im Zellzyklus. Diese vereinfachte
Modellvorstellung erlaubt es, die prinzipiellen Eigenschaften des Zellzyklus zu beschrei-
ben. Fu¨r eine bessere Approximation einer realen Population ist ein statistischer Einﬂuß
auf das Wachstum wu¨nschenswert. Dies gelingt beispielsweise mit Hilfe einer Teilungs-
funktion, die angibt, welcher Anteil der Zellen bis zu einem gewissen Alter den Zyklus
beendet hat. Eine derartige Funktion legt also die Wahrscheinlichkeit fu¨r die Teilung ei-
ner Zelle in Abha¨ngigkeit des Zellzykluszustandes fest (Hjortso, 1987). Hierdurch ergeben
sich weitere Freiheitsgrade in der Beschreibung des Zellzyklus. Der Teilungsprozeß des
vorgestellten deterministischen Modells kann als Spezialfall dieser Teilungsfunktion ange-
sehen werden: Mit Erreichen des Zyklusalters p = 1 beenden alle Zellen den Zyklus. Das
Teilungsverhalten wird also durch einen Einheitsprung an der Stelle p = 1 beschrieben.
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Eine andere Mo¨glichkeit, nicht deterministische Eﬀekte zu beru¨cksichtigen, besteht in der
Einfu¨hrung eines Diﬀusionsterms. Die gegenu¨ber Gleichung (3.1) erweiterte kontinuierli-
che Beschreibung lautet fu¨r diesen Fall
∂n(t, p)
∂t
+
∂ (q(t, p)n(t, p))
∂p
− σ∂
2n(t, p)
∂p2
= −D(t)n(t, p). (3.14)
Durch den mit σ parametrierten Diﬀusionsterm wird dem statistisch abweichenden Ver-
halten zweier Zellen im gleichen Zustand Rechnung getragen. Die Diﬀusion fu¨hrt dabei zu
einem Ausgleich zwischen Bereichen mit hoher und niedriger Zelldichte. Aus einer synchro-
nen Teilpopulation entsteht auf diese Weise nach genu¨gend langer Zeit eine asynchrone
Verteilung der Zellen im Zellzyklus. Durch die Erho¨hung der Ordnung der Diﬀerential-
gleichung ist eine zusa¨tzlich Randbedingung erforderlich. Um einen diﬀusiven Fluß u¨ber
die Phasengrenze entgegen der Zyklusrichtung zu verhindern, wird hier fu¨r p = 0 die
Kru¨mmung ∂2n/∂p2 = 0 gewa¨hlt.
Der Diﬀusionsterm stellt allerdings nur eine Approximation der gewu¨nschten statisti-
schen Verteilung der Wachstumsparameter dar. Durch die Diﬀusion werden ausschließlich
bei einer ungleichma¨ßigen Zellverteilung zusa¨tzliche Flu¨sse induziert. Diese sind dabei
unabha¨ngig von der Richtung des Zellzyklus. Fu¨r den Spezialfall einer Gleichverteilung
treten keine diﬀusiven A¨nderungen auf. In diesem Fall haben statistisch schwankende
Wachstumsparameter allerding auch keinen Einﬂuß auf die Zellverteilung. In der syn-
chronen Kultur wirken beide Mechanismen der Synchronisation entgegen. Lediglich im
Batch-Betrieb, das heißt bei einer Wachstumsgeschwindigkeit q = 0, ko¨nnen aufgrund
der Diﬀusion entgegen den Zellzyklus gerichtete Flu¨sse auftreten, die der Modellvorstel-
lung widersprechen. Das Hauptaugenmerk der Betrachtungen liegt allerdings auf den in
kontinuierlicher Kultur auftretenden synchronen Oszillationen. Fu¨r diesen Fall wird das
gewu¨nschte Verhalten zumindest qualitativ auch durch einen Diﬀusionsterm wiedergege-
ben.
Die Bestimmung des Diﬀusionstermes erfordert die Berechnung der zweiten Ableitung
(Kru¨mmung) der Zellverteilung bezu¨glich des Zellzyklus. In allen drei eingefu¨hrten nume-
rischen Verfahren ist dies durch zweifache Anwendung eines Diﬀerenzenschemas mo¨glich.
Fu¨r σ > 0 ist in der diskretisierten Form der partiellen Diﬀerentialgleichung (3.1) der
Term
σ
(ni+1 − ni)
(pi+1 − pi) −
(ni − ni−1)
(pi − pi−1)
1
2
(pi+1 − pi−1) (3.15)
zu erga¨nzen. Die Verwendung eines a¨quidistanten Gitters fu¨hrt zu einer Vereinfachung
der Beziehung in der Form
σ
ni+1 − 2ni + ni−1
(∆p)2
. (3.16)
Fu¨r die in Kapitel 5 vorgestellten Simulationen hat sich eine geringe Diﬀusion (σ = 0.001)
als nu¨tzlich erwiesen. Der Diﬀusionsterm beschra¨nkt die Flankensteilheit der synchronen
Zellverteilung und erleichtert damit die numerische Approximation der Lo¨sung.
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3.1.3.2 Numerische Diﬀusion
Als numerische Diﬀusion wird ein durch die Diskretisierung verursachtes und einem Dif-
fusionsterm a¨hnliches Verschleifen steiler Gradienten in der Verteilung bezeichnet. Die
numerische Diﬀusion la¨ßt sich beispielsweise durch Vergleich mit der analytischen Lo¨sung
beurteilen, sofern diese bekannt ist. Das FV-Verfahren und auch das Charakteristiken-
verfahren zeigen fu¨r σ = 0 eine gute U¨bereinstimmung mit der analytischen Lo¨sung der
partiellen Diﬀerentialgleichung (siehe Abschnitt 3.1.5). Der Einﬂuß der numerischen Dif-
fusion dieser Verfahren auf die Lo¨sung ist also vernachla¨ssigbar gering.
Im Gegensatz hierzu weist das FD-Verfahren auch fu¨r σ = 0 eine von der Anzahl der Git-
terpunkte abha¨ngige numerische Diﬀusion auf. Der Einsatz dieses Verfahrens ist also nur
dann mo¨glich, wenn die gewu¨nschte Diﬀusion die numerische u¨bersteigt. Zur Abscha¨tzung
der numerischen Diﬀusion des FD-Verfahrens wird ein Vergleich zwischen numerischer
Lo¨sung ohne und analytischer Lo¨sung mit Diﬀusion verwendet. Bild 3.2 zeigt die Ab-
weichung der Verteilungsfunktion von der analytischen Lo¨sung bei einer sinusfo¨rmigen
Verteilung. Als Bewertungskriterium dient der Verteilungsfehler entsprechend
ef(t) =
N∑
i=1
(n(t, p(i))− nˆ(t, p(i)))2 ,
wobei nˆ die durch das FD-Verfahren approximierte Verteilung und n die analytische
Lo¨sung bezeichnen. Die vergleichbare Diﬀusion des FD-Verfahrens entspricht na¨herungs-
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Bild 3.3: Struktur des Algorithmus zur Lo¨sung des durch eine partielle Diﬀerentialgleichung beschrie-
benen Zellzyklus. Das linke Diagramm gilt fu¨r FD- und FV-Verfahren. Fu¨r das Charakteristikenverfah-
ren (rechtes Diagramm) ist eine zusa¨tzliche Abfrage notwendig. Jedesmal, wenn eine Charakteristik
den Zyklusabschnitt verla¨ßt, wird eine neue Charakteristik gestartet
weise dem Diﬀusionskoeﬃzienten σ, bei dem der minimale quadratische Fehler auftritt.
Hierbei zeigt sich, daß eine Verdopplung der Zahl der Stu¨tzstellen auf eine Halbierung des
Diﬀusionskoeﬃzienten σ fu¨hrt.
3.1.4 Simulationssprache ACSL
Zur Lo¨sung des Systems gewo¨hnlicher Diﬀerentialgleichungen wurde die Simulationsspra-
che ACSL (Advanced continuous simulation language), der Firma Mitchell & Gauthier
Inc., Concord, MA verwendet (Breitenecker et al., 1993). Hauptanwendungsgebiet von
ACSL ist die Modellierung und Simulation von dynamischen nichtlinearen Systemen. Die
Simulationssprache erlaubt es, neben der Lo¨sung von gewo¨hnlichen Diﬀerentialgleichun-
gen auch feste, diskrete Zeitpunkte zu beru¨cksichtigen. Diese ko¨nnen beispielsweise durch
den Nulldurchgang einer Variablen gekennzeichnet sein. Somit ist auch die Berechnung
von strukturvariablen Systemen mo¨glich.
Das in ACSL kodierte Modell wird mit Hilfe eines Precompilers in ein FORTRAN Pro-
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gramm u¨bersetzt und mit den entsprechenden numerischen Bibliotheken verknu¨pft. Das
Programm bietet zur Laufzeit eine zeilenorientierte Eingabeinterface-Oberﬂa¨che, das eine
beliebige Variation der Parameter des Modells erlaubt.
Fu¨r die Lo¨sung einer gewo¨hnlichen Diﬀerentialgleichungen der Form
x˙ = f(x, t)
x(0) = x0
ist der Befehl x=INTEG(f(x,t),x0) vorgesehen. Hierbei ist die Wahl verschiedener nu-
merischer Verfahren mo¨glich (Breitenecker et al., 1993). Fu¨r die Erweiterung auf partielle
Diﬀerentialgleichungen wurden zusa¨tzliche Funktionen programmiert, die eine Diskretisie-
rung des Zellzyklus vornehmen. Mit Hilfe der im Abschnitt 3.1.2 angegebenen Verfahren
gelangt man zu dem in Bild 3.3 angegebenen Algorithmus, der eine partielle Diﬀeren-
tialgleichung im ACSL Programmsystem lo¨st. Das zugeho¨rige Programmgeru¨st der Si-
mulationssprache ACSL zeigt Bild 3.4. Bei der Berechnung der Antriebsterme fu¨r die
Zellverteilung sind die drei oben erwa¨hnten numerischen Verfahren zur Diskretisierung
der partiellen Diﬀerentialgleichung verborgen. Hierbei sind die numerischen Routinen zur
Lo¨sung der partiellen Diﬀerentialgleichungen sowie zur Gewinnung skalarer Gro¨ßen aus
den Verteilungen fu¨r die drei Verfahren in separaten Funktionen in den Modulen zu-
sammengefaßt. Alle erstellten Zellzyklusmodelle basieren auf den von diesen Modulen
zur Verfu¨gung gestellten Funktionen. Diese Trennung der beno¨tigten numerischen Ver-
fahren von der eigentlichen Modellbeschreibung ermo¨glicht die schrittweise Veriﬁzierung
der Modelle. Die numerischen Eigenschaften des in Abschnitt 3.1.5 untersuchten Ein-
Klassen-Modells gelten also in gleicher Weise auch fu¨r Modelle mit einer aufwendigeren
genealogischen Struktur.
3.1.5 Veriﬁzierung der numerischen Lo¨sung
Zur Veriﬁzierung des Zellzyklusmodells dient ein aus einer Zyklusphase bestehendes Ein-
Klassen-Modell (siehe Abschnitt 2.4.4.1). Mit Hilfe der vorgenannten Diskretisierungs-
Verfahren werden drei Lo¨sungen berechnet, die einen Vergleich der numerischen Verfahren
untereinander und, falls bekannt, mit der analytischen Lo¨sung ermo¨glichen.
Beim Testverfahren zur Ermittlung der Gu¨te der numerischen Lo¨sungen wurde auf ei-
ne Verdopplung der Zellzahl, das heißt auf eine Teilung der Zellen verzichtet. Fu¨r die
Verdu¨nnungsrate gilt D = 0 h−1. Dadurch bleibt die Zellzahl im Reaktor stets konstant,
da weder Zellen durch Teilung entstehen noch Ausgewaschen werden. Fu¨r die Biomasse
gilt dies nicht. Die Zellmasse ist an den Zyklus gekoppelt und a¨ndert sich fortwa¨hrend.
Die Flußgeschwindigkeit betra¨gt im Testfall q = 0.1 h−1. Die fu¨r den Test verwendete
cosinusfo¨rmige Verteilung im Intervall p ∈ [0, b]
n0(p) =
{
1− cos (2π p
b
)
: 0 < p < b
0 : b ≤ p < 1 (3.17)
stellt ein Beispiel fu¨r die Zellverteilung wa¨hrend einer synchronen Kultur dar. Auch noch
nach 100 h und 10 vollsta¨ndigen Zellzyklen stellt sich die urspru¨ngliche Verteilung der
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PROGRAM pde
INITIAL
! Deklaration der Felder, Initialisierung
array p(n),dp(n),p0(n)
array z(n),dz(n),z0(n)
p0 = ...
z0 = ...
END
DYNAMIC
DERIVATIVE
! Schaetzung der Fluesse
u = f(z,q)
! Genealogische Matrix
in = f(out)
! Antrieb
dp = q ! Nur Ch-Verfahren
dz = f(z,u)
! Integration
p = INTVC(dp,p0) ! Nur Ch-Verfahren
z = INTVC(dz,z0)
SCHEDULE division .xz. (1 - p(n-1))
END
DISCRETE division
! Umsortieren (evt. Ringspeicher)
p(i) = p(i-1)
z(i) = z(i-1)
! Schaetzung der Fluesse
out = f(z,q)
! Genealogische Matrix
p(1) = 0
z(1) = f(out) * q(n)/q(1)
END
END
END
Bild 3.4: Geru¨st eines ACSL-Programms zur Lo¨sung partieller Diﬀerentialgleichungen
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Bild 3.5: Analytische und numerische Lo¨sung fu¨r eine synchronisierte cosinusfo¨rmige Zellverteilung
mit der Breite b = 0.6. Nach 100h bei einer Wachstumsgeschwindigkeit von q = 0.1h−1 wurde der
Zellzyklus genau 10mal durchlaufen und es stellt sich wieder die urspru¨ngliche Verteilung ein
Zellen wieder ein. Bild 3.5 zeigt, daß das Ch-Verfahren keine und das FV-Verfahren nur
geringe Abweichungen von der analytischen Lo¨sung aufweist. Beim FD-Verfahren ist die
urspru¨ngliche Verteilung nicht mehr erkennbar. Fu¨r N = 50 Gitterpunkten ist die nu-
merische Diﬀusion bereits so groß, daß die sich ergebende Verteilung nur wenig von der
Gleichverteilung abweicht.
Zur qualitativen Beurteilung der Gu¨te der numerischen Verfahren sind im folgenden die
Zell- und die Massenbilanz, sowie Phasen- und Amplitudenfehler betrachtet. Bild 3.6
zeigt die Zell- und die Massenbilanz der drei Verfahren. Der Bilanzfehler fu¨r die Zellzahl
ist durch die Gleichung
ez(t) =
∫ t
τ=0
u(τ, 0)− u(τ, 1)dτ − (1 +D)∑Ni=1 n(t, p(i))∫ t
τ=0
u(τ, 0)dτ
und fu¨r die Masse durch
em(t) =
∫ t
τ=0
u(τ, 0)m(τ, 0)− u(τ, 1)m(τ, 1)dτ − (1 +D)∑Ni=1 n(t, p(i))m(t, p(i))∫ t
τ=0
u(τ, 0)m(τ, 0)dτ
deﬁniert. Bezu¨glich des Zuﬂusses weisen alle Verfahren sowohl bei der Zell- als auch bei der
Massenbilanz sehr geringe Fehler auf (unter 0.1%). Mit anderen Worten: Die Verfahren
sind zur Bilanzierung der Zell- und Massenstro¨me gut geeignet.
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Bild 3.6: Zell- und Massenbilanz fu¨r die in Bild 3.5 gezeigte synchronisierte Zellverteilung. Der
relative Fehler bezogen auf den Zuﬂuß liegt unter 0.1%
Neben den vollsta¨ndigen Bilanzen muß gefordert werden, daß sich eine Verteilung im Zell-
zyklus zu allen Zeitpunkten mit der vorgegebenen Geschwindigkeit bewegt. Als Gu¨tefunk-
tionen werden hierzu die in Bild 3.5 eingezeichneten Phasen- und der Amplitudenfehler
betrachtet. Der Phasenfehler einer cosinusfo¨rmigen Verteilung nach Gleichung (3.17) ist
hierbei durch
ep(t) = p(nmax)− p(nˆmax) (3.18)
deﬁniert, wobei nˆmax das Maximum der numerischen und nmax das Maximum der analy-
tischen Lo¨sung bezeichnet. Entsprechend weist der Amplitudenfehler die Form
ea(t) = nmax − nˆmax (3.19)
auf. Sowohl Phasen- als auch Amplitudenfehler steigen linear mit der Prozeßzeit an. Aus
diesem Grund wird im folgenden auch der auf die Prozeßzeit t normierte Fehler ep(t)/t
beziehungsweise ea(t)/t verwendet.
Eine Phasenverschiebung fu¨hrt zu einem Fehler beim Vergleich der numerisch ermittelten
periodischen Lo¨sung mit der in Abschnitt 3.2 angegebenen analytischen Lo¨sung. Das
Beispiel des FV-Verfahrens zeigt, daß der Phasenfehler unabha¨ngig von der Zellbilanz ist.
Auch bei einer vollsta¨ndigen Bilanz kann ein Phasenfehler auftreten (vergleiche Bild 3.5
und Bild 3.6).
Der Amplitudenfehler entsteht durch die numerische Diﬀusion der Verfahren. Die Ver-
breiterung der urspru¨nglichen Verteilung fu¨hrt zu einer Verringerung des Maximums der
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Verteilung. Bezu¨glich der periodischen Lo¨sung der synchronen kontinuierlichen Kultur ist
die Bedeutung des Amplitudenfehlers untergeordnet. Eine Lo¨sung mit einem gewissen dif-
fusiven Charakter entspricht zwar nicht der exakten Lo¨sung der Modellgleichungen, stellt
allerdings im Hinblick auf die reale Kultur kein prinzipiell falsches Systemverhalten dar.
Wie bereits im Abschnitt 3.1.3 erwa¨hnt, ist eine gewisse statistische Abweichung zwischen
den Eigenschaften einzelner Zellen des realen biologischen Systems zu erwarten.
Da das Ch-Verfahren, wie bereits erwa¨hnt, weder Phasen- noch Amplitudenfehler aufweist,
konzentriert sich die folgende Betrachtung auf die beiden anderen Verfahren. In Bild 3.7
sind der normierte Phasen- und Amplitudenfehler des FV-Verfahrens in Abha¨ngigkeit von
der Breite b der Verteilung und Zahl der Gitterpunkte N der Diskretisierung aufgetra-
gen. Der Phasenfehler steigt mit abnehmender Breite b entsprechend ep(t)/t ≈ b−2 und
sinkender Zahl der Gitterpunkte N entsprechend ep(t)/t ≈ N−2. Fu¨r den Amplituden-
fehler gelten die Proportionalita¨ten ea(t)/t ≈ b−4 und ea(t)/t ≈ N−3. Die Amplitude der
Verteilung selbst hat keinen Einﬂuß, wa¨hrend die Fehler linear mit der Wachstumsge-
schwindigkeit ansteigen.
Aufgrund der starken numerischen Diﬀusion des FD-Verfahrens wird nur der Phasen-
fehler des Verfahrens betrachtet. Bild 3.8 zeigt den Phasenfehler des FD-Verfahrens im
Vergleich zu dem aus Bild 3.7 u¨bernommenen Phasenfehler des FV-Verfahrens in doppelt
logarithmischer Darstellung. Es ist zu erkennen, daß der Fehler des FD-Verfahrens um den
Faktor 4 u¨ber dem des FV-Verfahrens liegt. Diese Tatsache stellt eine weiteren Nachteil
des FD-Verfahrens gegenu¨ber dem FV-Verfahren dar.
Das angefu¨hrte Beispiel basiert auf einer konstanten Wachstumsgeschwindigkeit q =
0.1 h−1. Das Modell ist jedoch auch geeignet, eine u¨ber das Substratangebot bestimm-
te Wachstumsgeschwindigkeit q zu verwenden. In diesem Fall ist ein Vergleich mit einer
analytischen Lo¨sung nicht mehr mo¨glich. Es bleibt der Vergleich der Lo¨sungen der drei
numerischen Verfahren untereinander, sowie eine U¨berpru¨fung der Zell- und Massenbi-
lanz. Die Untersuchung mit einer derartigen zeitvariablen Wachstumsgeschwindigkeit ist
nicht geeignet, neue Eigenschaften der numerischen Verfahren aufzuzeigen. Daher wird
an dieser Stelle auf die Darstellung dieses Falles verzichtet.
Ein weiteres Beispiel dient schließlich dazu, die Eﬀekte infolge einer A¨nderung der In-
tervallgrenzen zu untersuchen. Hierzu wird ein konstanter Zellzuﬂuß mit einer periodi-
schen A¨nderung der Zellmasse verwendet. Zu Beginn des Experimentes sind die Zellen
im Intervall [0,1] gleichverteilt. Der Abﬂuß ist in diesem Fall nicht mit dem Zuﬂuß des
Zellzyklus gekoppelt. Die Wachstumsgeschwindigkeit betra¨gt in diesem Beispiel ebenfalls
q = 0.1 h−1, die Verdu¨nnungsrate D = 0 h−1. Bild 3.9 zeigt den Abﬂuß des Zellzyklus und
die Zellverteilung nach 20 h. Nach 10 h steigt der Abﬂuß aufgrund der erho¨hten Masse
der Zellen im Zuﬂuß an. In der Verteilung der Zellen ist ebenfalls eine Synchronisation
erkennbar. Das Charakteristikenverfahren zeigt hierbei die ausgepra¨gteste Verteilung. Im
Bereich des Maximums kommt es zu einer Anha¨ufung der Gitterpunkte. Die durch das
FD-Verfahren berechnete Synchronisation fa¨llt deutlich geringer aus. Zwischen den beiden
Lo¨sungen liegt das ebenfalls mit einem festen Gitter arbeitende FV-Verfahren.
Zur Berechnung der Lo¨sung kommen zwei Varianten zur Anwendung: Zum einen sind die
Intervallgrenzen an die Zellmasse des Zuﬂusses angepaßt, im anderen Fall handelt es sich
um feste Intervallgrenzen. Im ersten Fall mu¨ndet der Zuﬂuß stets bei p = 0 in das Intervall.
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Bild 3.7: Normierter Phasen- und Amplitudenfehler des FV-Verfahrens in Abha¨ngigkeit der Breite b
der Testfunktion und der Gitterstellen N der Diskretisierung
3.1 Numerische Lo¨sung 111
  
(
(
Q
R
U
P
LH
U
WH
U
3
K
D
V
H
Q
IH
K
OH
U
H
S

W
W
)'9HUIDKUHQ
0LW .

   
.

   
)99HUIDKUHQ
0LW .

   
.

   
' K

 T K

 σ  W K  1 
ORJ

H
S
W  W  .

 .

 ORJ

E
%UHLWH E
Bild 3.8: Normierter Phasenfehler des FD-Verfahrens und des FV-Verfahrens in Abha¨ngigkeit von
der Breite b der Testfunktion
Im anderen Fall ist der Zuﬂußpunkt pzu durch die jeweilige Zellmasse des Zuﬂusses zu
bestimmen. Die Normierung auf die Zellmasse des Zuﬂusses weist den Nachteil auf, daß
sich die gesamte Verteilung bei einer Variation der Zellmasse im Zuﬂuß a¨ndert. Zudem ist
bei dieser Methode die A¨nderungsgeschwindigkeit der Masse begrenzt. Ist die zuﬂießende
Masse zu groß, fallen andere kleinere Zellen, die sich bereits in der Zyklusphase beﬁnden,
heraus.
Die fu¨r das FD-Verfahren robustere Methode verwendet feste Intervallgrenzen. Der Zuﬂuß
erfolgt je nach Masse des Zuﬂusses mitten im Abschnitt. Verfahren mit gro¨ßerem Interpo-
lationsradius, wie das FV-Verfahren, ko¨nnen an dieser Stelle aufgrund der entstehenden
steilen Flanke in der Verteilungsfunktion Schwierigkeiten bekommen. Dieser Eﬀekt ist fu¨r
p = 0 in Bild 3.9 beim FV-Verfahren und festen Intervallgrenzen zu erkennen. Der Bi-
lanzfehler ist in Bild 3.10 dargestellt. Sowohl fu¨r die Zellzahl als auch fu¨r die Zellmasse
fa¨llt der Fehler im Vergleich zum ersten Beispiel gro¨ßer aus.
Das Charakteristikenverfahren zeichnet sich durch eine exakte Lo¨sung auf der Trajek-
torie der betrachteten Zellen aus. Im zweiten Beispiel ist jedoch eine deutliche mit der
Synchronisation verbundene Verschiebung der Gitterpunkte zu erkennen. Eine im Verlauf
einer Simulation notwendige Berechnung von Werten zwischen den Gitterpunkten fu¨hrt
auch bei diesem Verfahren zu Fehlern. Zudem beeintra¨chtigt die Interpolation, wie das
FV-Verfahren zeigt, unter Umsta¨nden die Stabilita¨t des Verfahrens. Das FD-Verfahren
zeichnet sich durch Robustheit aus. Es erlaubt auch die Verwendung von festen Intervall-
grenzen. Durch die vorhandene numerische Diﬀusion ist das Verfahren jedoch nicht zur
Untersuchung der periodischen Lo¨sung geeignet. Das FV-Verfahren stellt fu¨r die Anwen-
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Bild 3.9: Verteilung mit konstantem Zellzuﬂuß und sich periodisch a¨ndernder Masse (oben). Der
Abﬂuß folgt mit einer Verzo¨gerung von 10h der periodischen A¨nderung der Masse des Zuﬂusses
(unten)
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A. Angepaßte Normierung        B. Feste Intervallgrenzen 
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Bild 3.10: Bilanzfehler bei konstantem Zuﬂuß und einer periodischen A¨nderung der Masse des
Zuﬂusses. Die Darstellung ist gegenu¨ber Bild 3.9 auf t = 100h verla¨ngert
dung im Zellzyklusmodell einen guten Kompromiß bezu¨glich Diﬀusion und Konsistenz der
Lo¨sung dar. Bei einer angepaßten Normierung ist es (bedingt) in der Lage, eine A¨nderung
der Intervallgrenzen zu beru¨cksichtigen. Die im folgenden gezeigten Simulationen ver-
wenden daher ausschließlich das FV-Verfahren. Es zeigt sich sogar, daß die vorgesehene
Analyse der periodischen Lo¨sung auch ohne eine A¨nderung der Intervallgrenzen mo¨glich
ist.
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3.2 Periodische Lo¨sung
Weisen alle Prozeßvariablen einen periodischen Verlauf mit einer beobachteten Perioden-
la¨nge TP auf, so spricht man von einer periodischen Lo¨sung. Diese stellt einen Spezialfall
der dynamischen Beschreibung des Wachstums der Zellpopulation dar. Beruht die Peri-
odizita¨t auf einer Synchronisation des Zellzyklus, lassen sich fu¨r diesen Zustand gewisse
Eigenschaften ableiten. So kann beispielsweise fu¨r das Zwei-Klassen-Modell ein Zusam-
menhang zwischen der Periodenla¨nge und der Verdu¨nnungsrate angegeben werden. Fu¨r
das in Abschnitt 2.3 angegebene Poplationsmodell ist es notwendig, diesen Zusammen-
hang zu erweitern.
Hierzu sei angenommen, daß auch die Zellzahl nach jeder vollsta¨ndigen Periode konstant
ist, obwohl sie in der Zwischenzeit einer sta¨ndigen A¨nderung unterworfen ist. Bedingt
durch den kontinuierlichen Fluß durch den Reaktor nimmt die Zellzahl stetig ab. Kommt
es jedoch zur Teilung, so verdoppelt sich die Zahl der betreﬀenden Zellen. Fu¨r eine pe-
riodische Lo¨sung ist nun ein Gleichgewicht zwischen der Zahl der innerhalb der Periode
ausgewaschenen Zellen auf der einen Seite und der Zahl der Zellteilungen auf der anderen
Seite zu fordern. Nachfolgend ist daher in Abschnitt 3.2.1 die analytische Berechnung der
Zellzahl wa¨hrend eines Zellzyklus angegeben. Zur Bestimmung des gesuchten Zusammen-
hanges zwischen Periodenla¨nge und Verdu¨nnungsrate wird anschließend in den Abschnit-
ten 3.2.2 bis 3.2.4 das die Teilung charakterisierende Populationsmodell herangezogen.
Abschließend erfolgt in Abschnitt 3.2.5 eine Sensitivita¨tsanalyse der vorhergesagten Peri-
odenla¨nge bezu¨glich der Generationszeiten der Zellklassen.
3.2.1 Analytische Lo¨sung des Zellzyklusmodells
Der Zustand einer Zellklasse wird beschrieben durch die Verteilungsdichte n(t, p) in Ab-
ha¨ngigkeit von der Prozeßzeit t und der Position p im Zellzyklus. Der Zellzykluszustand
p beginnt direkt nach der Trennung einer Zelle mit p = 0 und endet mit der erneuten
Teilung im Zustand p = 1. Gesucht ist der Zusammenhang, der den Verlust der Zellen
aufgrund der Ausverdu¨nnung zwischen Beginn und Ende des Zellzyklus beschreibt.
Das Wachstum einer Teilpopulation ist gegeben durch die folgende, bereits in Gleichung
(2.6) angegebene Form
∂n(t, p)
∂t
+
∂(q(t, p)n(t, p))
∂p
= −λn(t, p) mit 0 ≤ p ≤ 1
n(0, p) = n0(p)
q(t, 0)n(t, 0) = u0(t).
Der Verlustterm λ charakterisiert im Chemostat-Betrieb die durch den Zuﬂuß erzeugte
Verdu¨nnungsrate D. Das Absterben von Zellen wa¨hrend des Zellzyklus ist im allgemeinen
vernachla¨ssigbar.
Die Reife der Zellen, ausgedru¨ckt durch den Zykluszustand p, nimmt mit der Wachstums-
geschwindigkeit q(t, p) = dp/dt zu. Wenn die Zelle den Zustand p = 1 erreicht hat, teilt sie
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sich. Die Summe der Masse von Mutter- und Tochterzelle bleibt bei der Teilung konstant,
wa¨hrend die Anzahl der Zellen zunimmt. Der Zellzykluszustand berechnet sich aus der
Integration
p(t) = p(t0) +
∫ t
t0
q(t′, p(t′))dt′. (3.20)
Da die Wachstumsgeschwindigkeit q(t, p) neben der Zeit t auch vom jeweiligen Zykluszu-
stand p abha¨ngt, ist eine weitere Vereinfachung der Beziehung nicht mo¨glich, außer die
Funktion q(t, p) ist bekannt. Die Generationszeit aT einer Zelle, die zum Zeitpunkt t0 den
Zellzyklus im Zustand p = 0 beginnt, berechnet sich durch die Gleichung p(aT + t0) = 1
am Zyklusende.
3.2.1.1 Konstante Wachstumsgeschwindigkeit
Fu¨r eine konstante Wachstumsgeschwindigkeit q(t, p) = const. gelingt es, die zur Beschrei-
bung des Zellzyklus erforderliche Diﬀerentialgleichung mit Hilfe des Separationsansatzes
zu lo¨sen. Mit der Ansatzfunktion fu¨r die Verteilungdichte
n(t, p) = n1(t)n2(p) (3.21)
folgt aus der oben angegebenen Gleichung (2.6)
∂n1(t)
∂t
n2(p) + qn1(t)
∂n2(p)
∂p
+ λn1(t)n2(p) = 0. (3.22)
Die Trennung nach den Vera¨nderlichen t und p ermo¨glicht die Lo¨sung von Gleichung
(3.22) mit Hilfe von zwei gekoppelten gewo¨hnlichen Diﬀerentialgleichungen
1
n1(t)
∂n1(t)
∂t
+ λ = −q 1
n2(p)
∂n2(p)
∂p
= k = const.
mit den Einzello¨sungen
n1(t) = n0,1e
(k−λ)t
und
n2(p) = n0,2e
− k
q
p.
Fu¨r die allgemeine Lo¨sung der Verteilungdichte folgt somit durch Einsetzen der Teillo¨sun-
gen in Gleichung (3.21)
n(t, p) = n0 e
−λt ek(t−
p
q
), (3.23)
wobei die Anfangsdichte n0,1 und n0,2 hier zu n0 zusammengefaßt ist. Der Term e
−λt
charakterisiert den Zellverlust durch die Verdu¨nnungsrate D. Die zweite Exponential-
funktion beschreibt den Zellzyklus. Fu¨r konstante Exponenten kann man die Bahnkurve
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einer Zelle im Zellzyklus erkennen. Der Zykluszustand einer Zelle ist gegeben durch die
Charakteristik
p = (t− t0) q.
Die Gleichung (3.23) lo¨st die partielle Diﬀerentialgleichung (3.22) fu¨r beliebige Konstanten
k. Auch die Summe mehrerer Lo¨sungen der Form von Gleichung (3.23) mit den Konstan-
ten ki stellt wiederum eine Lo¨sung dar. Bei der Wahl von konjugiert komplexen Paaren
der Parameter ki erha¨lt man sinusfo¨rmige periodische Lo¨sungen und durch Zusammen-
fassung von mehreren sinusfo¨rmigen Funktionen sind beliebige periodische Verteilungen
f(p) der Zellen im Zellzyklus mo¨glich. Das heißt, eine geeignete Wahl der Konstanten ki
erlaubt es, jede beliebige Verteilung f(p) der Zellen im Zellzyklus einer synchronen Kultur
zu beschreiben. Fu¨r stationa¨res synchrones Wachstum lautet die Lo¨sung
n(t, p) = n0 e
−λt eµ(t−
p
q
)f((t− t0) q − p)
mit der Wachstumsrate µ und dem Beginn des Zellzyklus zum Zeitpunkt t0. Die Lo¨sung
gilt mit unterschiedlichen Parametern fu¨r alle Zellklassen. Durch Multiplikation mit q
gelangt man zu einer a¨hnlichen Beziehung fu¨r den Fluß im Zellzyklus
u(t, p) = u0 e
−λt eµ(t−
p
q
)f((t− t0) q − p).
Hierbei stellt u(t, p) den Fluß der Zellklasse zur Zeit t und im Zykluszustand p dar.
Fu¨r den Chemostat gilt die Identita¨t µ = λ = D und die Verteilungdichte nimmt die
Form
u(t, p) = u0 e
−D p
q f(q(t− t0)− p)
an.
Fu¨r den Fall f(p) = const. ist die Lo¨sung im Chemostat zeitunabha¨ngig, das heißt die
Zellzahl in einem Zellzykluszustand p ist stets konstant. Die Gleichung beschreibt dann
das asynchrone Wachstum. Die Verteilung der Zellen u¨ber den Zellzyklus wird in diesem
Fall durch eine Exponentialfunktion beschrieben. Bei der periodischen Lo¨sung mit f(p) =
const. ist die Zeitabha¨ngigkeit der Zellzahl in der Verteilung f(p) der Zellen im Zellzyklus
zusammengefaßt. Jede Abweichung von der Gleichverteilung stellt eine Synchronisation
bezu¨glich des Zellzyklus dar. Meßbar ist die Synchronisation jedoch erst dann, wenn es
zu einem signiﬁkanten Einﬂuß auf die Prozeßgro¨ßen kommt.
3.2.1.2 Zeit- und zyklusabha¨ngige Wachstumsgeschwindigkeit
Die Wachstumsgeschwindigkeit q einer Zelle im Zyklus ist jedoch im allgemeinen nicht
konstant. Durch die Aufspaltung in einen von der Prozeßzeit t und einen von der Zyklus-
position p abha¨ngigen Teil entsprechend
q(t, p) = q1(t) q2(p)
3.2 Periodische Lo¨sung 117
sowie mit der Abku¨rzung
v(t, p) = q2(p)n(t, p)
gelingt es, die Diﬀerentialgleichung (2.6) entsprechend
∂v(t, p)
∂t
+ q1(t)q2(p)
∂v(t, p)
∂p
= −λv(t, p) mit 0 ≤ p ≤ 1
umzuformen. In dieser Gestalt ist die Charakteristik des Zellwachstums berechenbar.
Durch Vergleich mit dem totalen Diﬀerential dv/ds ergeben sich in Abha¨ngigkeit des
Bahnparameters s = t − t0 die gewo¨hnlichen Diﬀerentialgleichungen der Charakteristik
zu
dt
ds
= 1 (3.24a)
dp
ds
=
dp
dt
dt
ds
= q1(t)q2(p) (3.24b)
dv
ds
= −λv(t, p). (3.24c)
Auf der betrachteten Bahnkurve nimmt die Lo¨sung von Gleichung (3.24c) die Form
v(t) = q2(p(t))n(t, p(t)) = q2(p(t0))n(t0, p(t0)) e
−λ(t−t0) (3.25)
an. Der exponentielle Ausverdu¨nnungsterm gilt lediglich fu¨r die eingefu¨hrte Funktion
v(t, p) und nicht zwingend fu¨r die eigentliche Zelldichte n(t, p) oder den Fluß u(t, p). Ist
die Wachstumsgeschwindigkeit wa¨hrend des gesamten Zyklus konstant, das heißt q2(p) =
const, so ergibt sich ein identischer Zusammenhang fu¨r v(t, p) und n(t, p).
Bei einer periodischen Wachstumsgeschwindigkeit q1(t) = q1(t+ aT ) mit einer der Gene-
rationszeit aT entsprechenden Periode ist es mo¨glich, den exponentiellen Auswaschterm
e−DaT fu¨r den Zellﬂuß u(t, p) u¨ber einen Zellzyklus anzusetzen
u(t, p) = u(t− aT , p) e−DaT . (3.26)
Diese Gleichung wird im folgenden verwendet, um die Zellbilanz des Populationsmodells
in der stationa¨ren synchronen Kultur zu lo¨sen.
Die Auﬂo¨sung der Bilanzgleichungen (2.38) erfordert die Kenntnis des Zusammenhanges
zwischen der Zellzahl zum Anfang und zum Ende des Zellzyklus. Hierzu kann man im
periodischen Fall die spezielle Lo¨sung von Gleichung (2.6) verwenden.
Wa¨hrend der Zeit, in der der Zellzyklus abla¨uft, wird ein Teil der Zellen ausgewaschen.
Von den zur Zeit t1 im Reaktor beﬁndlichen Zellen sind zur Zeit t2 entsprechend Gleichung
(3.25) nur noch
n(t2, p(t2)) = n(p(t1))
q2(p(t1))
q2(p(t2))
e−D(t2−t1) fu¨r p(t2) ≥ p(t1)
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Zellen vorhanden. Im Fall einer periodischen Lo¨sung mit der Periodenla¨nge TP ist die
Zellverteilung in jeder Periode gleich. Es gilt
n(t, p) = n(t+ TP , p) (3.27)
und somit ist das Verha¨ltnis zwischen den Zellen zu Beginn (p(t1) = 0) und am Ende des
Zellzyklus (p(t2) = 1) bestimmt durch die Generationszeit aT = t2 − t1 entsprechend
n(t, 1) = n(t− aT , 0) q2(0)
q2(1)
e−DaT
n(t, 1) = n(t, 0)
q2(0)
q2(1)
e−DaT . (3.28)
Multipliziert man die Gleichung mit q1(t) und ersetzt in der Deﬁnition des Flusses u(t, 1) in
Gleichung (2.34) die Verteilungsdichte n(t, 1) durch den Ausdruck nach Gleichung (3.28),
so gilt die Beziehung
u(t, 1) = q(t, 0) n(t, 0) e−DaT = u(t, 0) e−DaT . (3.29)
Unabha¨ngig von der Geschwindigkeit q(t, p) nimmt der Fluß u(t, p) im Verlauf des Zellzy-
klus exponentiell ab. Dies gilt nur, wenn die Wachstumsrate q1(t) am Ende des Zellzyklus
immer den gleichen Wert aufweist. Im allgemeinen Fall sind jedoch weder n(t, p) noch
u(t, p) ausschließlich durch die Verdu¨nnungsrate bestimmt.
3.2.2 Zellbilanz fu¨r das Mehr-Klassen-Modell
Das in Abschnitt 2.3 vorgestellte Mehr-Klassen-Modell mit dem maximalen genealogi-
schen Alter g beinhaltet g + 1 Tochter- und g Mutterklassen. Mit aufsteigendem genea-
logischen Alter bezeichnen die Indizes P1 bis Pg die Mutterklassen. Die Tochterklassen
weisen alle das genealogische Alter Null auf. Ihre Bezeichnung mit den Indizes D0 bis Dg
korrespondiert mit der Herkunft der Zellen. Die Gesamtheit aller Klassen bildet ein ab-
geschlossenes System, das heißt bei der Betrachtung aller Klassenu¨berga¨nge gehen keine
Zellen verloren, und es kommen keine Zellen hinzu, die vorher nicht zu einer Klasse des
Systems geho¨rt ha¨tten.
Nach einem durchlaufenen Zellzyklus tritt eine Teilung der Zellen auf, und sie gehen in
eine neue Klasse u¨ber. Die Randbedingungen des Zellzyklusmodells fu¨r den Zellﬂuß zwi-
schen den Klassen bilden ein lineares Gleichungssystem von 2g + 1 Gleichungen und der
doppelten Anzahl unbekannter Flu¨sse, da in jeder Gleichung jeweils die Flu¨sse ui(t, 0) am
Beginn und ui(t, 1) am Ende des Zyklus enthalten sind (Gleichung (2.38)). Wie bereits
vorstehend erwa¨hnt, ist zur Lo¨sung des Gleichungssystems die Kenntnis des Zellverlustes
im Verlauf des Zyklus erforderlich. Die in Gleichung (3.29) angegebene Lo¨sung der Diﬀe-
rentialgleichung zur Beschreibung des Zellzyklus fu¨hrt fu¨r jede Klasse i auf eine weitere
Gleichung der Form
ui(t, 1) = ui(t, 0)e
−DaT,i . (3.30)
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Hiernach nimmt der Zellﬂuß exponentiell mit dem Produkt aus Generationszeit aT,i und
Verdu¨nnungsrate D ab. Damit tritt in jeder Zellklasse eine weitere Gleichung hinzu.
Der Anteil der Zellen einer Klasse i an der Gesamtpopulation wird neben der genealogi-
schen Abfolge im Populationsmodell durch die Generationszeit aT,i der Zellen dieser Klasse
bestimmt. Eine la¨ngere Generationszeit fu¨hrt zu einem erho¨hten Anteil, und umgekehrt
verringert sich ihr Anteil durch eine verku¨rzte Generationszeit. Sind die Generationszei-
ten aller Klassen bekannt, so ist es mo¨glich, die Zusammensetzung der Population zu
bestimmen.
Zur Lo¨sung des Gleichungssystems wird die Herkunft der Zellen sukzessive entsprechend
dem Populationsmodell verfolgt. Die a¨ltesten Zellen mit einem Alter i ≥ g sind im Modell
in der Mutterklasse g zusammengefaßt. Im Unterschied zu allen anderen Klassen verblei-
ben diese Mutterzellen auch nach der Teilung in derselben Klasse. In Gleichung (2.38) ist
es mo¨glich, fu¨r die Mutterklasse mit g Narben den Fluß uPg(t, 1) mit Hilfe der Beziehung
(3.30) zu ersetzen
uPg(t, 0) = uP (g−1)(t, 1) + uPg(t, 0)e−DaT,Pg
und nach uPg(t, 0) aufzulo¨sen
uPg(t, 0) =
1
(1− e−DaT,Pg)uP (g−1)(t, 1). (3.31)
Die fu¨r die Generationszeit der a¨ltesten Klasse notwendige Bedingung einer positiven
Generationszeit aT,Pg > 0, stellt fu¨r reale Populationen keine Einschra¨nkung dar.
Zusammen mit Gleichung (3.31) gibt Gleichung (2.38) nun die Zuﬂu¨sse ui(t, 0) in allen
Klassen explizit an und ermo¨glicht, die Herkunft der Zellen sukzessive zu verfolgen. Be-
ginnend bei der ju¨ngsten Mutterklasse P1 ergibt sich die folgende Ableitung. Der Zellﬂuß
in die ju¨ngste Mutterklasse P1
uP1(t, 0) = uP0(t, 1) =
g∑
j=0
uDj(t, 1) (3.32)
setzt sich aus allen (g + 1) Abﬂu¨ssen uDj(t, 1) der Tochterzellklassen zusammen. Die
Tochterzellen stammen je nach Klasse aus den unterschiedlichen Mutterklassen P1 bis
Pg. In der Klasse P0 sind Sproßzellen aller Tochterzellklassen zusammengefaßt. Es gilt
uP0(t, 1) =
g∑
j=0
uDj(t, 0) e
−DaT,Dj
= uP0(t, 1) e
−DaT,D0 +
g∑
j=1
uPj(t, 1) e
−DaT,Dj .
Die Herkunft der Mutterzellen der Klasse i kann u¨ber i Zyklen bis an den Anfang der
ersten Mutterklasse zuru¨ckverfolgt werden. Mit jedem Zyklus erho¨ht sich die Verweildauer
der Zellen im Reaktor und damit die Wahrscheinlichkeit, ausgewaschen zu werden. Ersetzt
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man, wie in Gleichung (3.32), zusa¨tzlich uP1(t, 0) durch uP0(t, 1), so nimmt der Fluß die
Gestalt
uP0(t, 1) = uP0(t, 1) e
−DaT,D0 +
g−1∑
j=1
uP0(t, 1) e
−DaT,Dj
j∏
i=1
e−DaT,Pi
+
1
1− e−DaT,Pg uP0(t, 1) e
−DaT,Dg
g∏
i=1
e−DaT,Pi
an. Damit ist die Ausgangsklasse erreicht und der Kreis geschlossen. Die normierte Glei-
chung
1 =
g−1∑
j=0
e−D(aT,Dj+
∑j
i=1 aT,Pi) +
1
(1− e−DaT,Pg)e
−D(aT,Dg+
∑g
i=1 aT,Pi) (3.33)
stellt einen Zusammenhang zwischen den Generationszeiten der einzelnen Klassen her.
Die Gleichung resultiert aus der Forderung nach einer konstanten Zellzahl in der peri-
odischen Lo¨sung. Die mittlere Vermehrung der Population muß natu¨rlich den durch die
Verdu¨nnungsrate verursachten Zellverlust ausgleichen.
Fu¨r einige Anwendungen kann es nu¨tzlich sein, zusa¨tzliche Annahmen zu treﬀen. Weisen
beipielsweise alle Sproßzellen die gleiche Generationszeit aT,Di = aT,P0 auf, so vereinfacht
sich Gleichung (3.33) zu
1 =
g−1∑
j=0
e−D
∑j
i=0 aT,Pi +
1
(1− e−DaT,Pg)e
−D∑gi=0 aT,Pi ,
womit sich die Zahl der Tochterzellklassen des Modells von g + 1 auf eine verringert.
Eine endliche Anzahl von maximal mo¨glichen Zellteilungen wird durch eine gegen unend-
lich strebende Generationszeit aT,Pg beschrieben. Fu¨r den U¨bergang aT,Pg →∞ gilt
lim
aT,Pg→∞
e−DaT,Pg = 0,
wobei in Gleichung (3.31) der Nenner zu eins wird und damit der letzte Summand in
Gleichung (3.33)
1 =
g−1∑
j=0
e−D(aT,Dj+
∑j
i=1 aT,Pi)
verschwindet. Die Generationszeit aT,Dg spielt bei der Berechnung der Bilanz keine Rolle
mehr, da keine Sproßzellen aus der a¨ltesten Klasse der inaktiven Zellen mehr entstehen.
Die Tochterklasse Dg entha¨lt dementsprechend keine Zellen mehr.
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Bild 3.11: Abschnittsweise lineares Modell der Generationszeiten in asynchroner Kultur: Daten
Thompson und Wheals (1980) (unten); Bilanzgleichung von Modell und Experiment (oben)
3.2.3 Asynchrone Kultur
Zur Beschreibung des asynchronen Wachstums unterliegen die Generationszeiten der Klas-
sen neben Gleichung (3.33) keinen weiteren Einschra¨nkungen. 2g der (2g + 1) Gene-
rationszeiten des allgemeinen Modells sind frei wa¨hlbar. Fu¨r das Zwei-Klassen-Modell
zeigen Thompson und Wheals (1980) die experimentell bestimmten Generationszeiten
von Mutter- und Tochterzellen. Bild 3.11 stellt die Generationszeiten des Zwei-Klassen-
Modells fu¨r asynchrones Wachstum dar. Die in der oberen Abbildung angegebene Bilanz
fu¨r das stu¨ckweise lineare Modell der Generationszeiten zeigt, daß Modell und Messungen
die Bilanz fu¨r g = 1 mit einer Tochterklasse
1 = e−DaT,P0 + e−DaT,P1 (3.34)
nur na¨hrungsweise erfu¨llt.
3.2.4 Synchrone Kultur
Im periodischen Fall sind die Randbedingungen nur erfu¨llbar, wenn die Generationszeit
jeder Zellklasse identisch mit der beobachteten Periodenla¨nge TP oder einem Vielfachen
dieser ist. Fu¨r die Periodenla¨nge TP und fu¨r die Generationszeiten aT,i der Klassen i gelte
daher der Zusammenhang
TP =
aT,Pg
Ig
= · · · = aT,P1
I1
=
aT,Dg
Jg
= · · · = aT,D0
J0
(3.35)
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mit den ganzzahligen Moduszahlen Ii ∈ N und Ji ∈ N.
In der synchronen Kultur besteht also ein ganzzahliges Verha¨ltnis zwischen den Generati-
onszeiten. Kleinster gemeinsamer Teiler ist die Periodenla¨nge TP der Oszillation. Mit der
Abku¨rzung
α = e−DTP , (3.36)
dem Dekrement der synchronen Kultur, geht Gleichung (3.33) in die charakteristische
Gleichung
ec(α) =
g−1∑
j=0
αJj+
∑j
l=1 Il +
1
1− αIg α
Jg
∑g
l=1 Il − 1 = 0 (3.37)
u¨ber; diese stellt eine gebrochen rationale Gleichung in α dar. Durch Multiplikation mit
(1 − αIg) la¨ßt sich die Gleichung in eine Form mit ausschließlich rationalen Summanden
umformen.
Die gesuchte Lo¨sung der charakteristischen Gleichung liegt im Intervall 0 < α < 1, da
die Periodenla¨nge auf den Bereich 0 > TP > ∞ begrenzt ist. Wie die Betrachtung des
Grenzwertes limα→1 c(α) = ∞ und des Funktionswertes ec(α = 0) = −1 zeigt, existiert
mindestens ein reeler Wert fu¨r α, der die Gleichung erfu¨llt. Da alle Summanden positiv
und monoton wachsend sind, kann es auch nur genau eine reelle Lo¨sung geben. Legt man
zusa¨tzlich den Funktionswert ec(α = 0.5) ≤ 0 zugrunde, so ist es mo¨glich das Intervall
auf 0.5 ≤ α < 1 einzuschra¨nken. Unter der Voraussetzung Ii ≥ 1 und Jj ≥ 1 gilt die
Abscha¨tzung
ec(α = 0.5) ≤
(
1
2
+
1
4
+ · · ·+ 1
2g
)
+
1
2g+1
1
2
− 1 = 0.
Die beobachtete Periodenla¨nge ist damit kleiner oder gleich der mittleren Verdopplungs-
zeit. Die Identita¨t ec(α = 0.5) = 0 stellt sich ein, wenn die Generationszeiten aller Klassen
der Periodenla¨nge TP entsprechen.
Beispiel: Das einfachste Modell besteht aus drei Klassen mit dem maximalen genealogi-
schen Alter g = 1. Aus Gleichung (2.38) folgt fu¨r den Fluß zwischen den Klassen zu
uP1(t, 0) = uD0(t, 1) + uD1(t, 1) + uP1(t, 1)
uD0(t, 0) = uD0(t, 1) + uD1(t, 1)
uD1(t, 0) = uP1(t, 1).
Die charakteristische Gleichung fu¨r das einfachste vollsta¨ndige System mit g = 1 nimmt
nach Gleichung (3.37) die Form
1 = αI1 + αJ0 + αJ1+I1 − αI1+J0 (3.38)
an. Weisen die beiden Tochterklassen die gleiche Generationszeiten auf, so gilt J0 = J1 = J
und I1 = I und das System geht in das Zwei-Klassen-Modell mit der von Bellgardt (1994a)
bekannten charakteristischen Gleichung
1 = αJ + αI (3.39)
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Bild 3.12: Zusammenhang zwischen Verdopplungszeit, Verdu¨nnungsrate und Periodenla¨nge der syn-
chronen Kultur. Vergleich der Wachstumsmodi im Zwei- und Drei-Klassen-Modell
u¨ber.
Im Fall des synchronen Wachstums ist die Gleichung unter Angabe eines Wachstumsmo-
dus (zumindest numerisch) lo¨sbar. Beno¨tigen die Sproßzellen, die von einer jungen Zelle
stammen (Klasse D0), zwei Perioden, wa¨hrend Sproßzellen a¨lterer Zellen (Klasse D1)
sowie die a¨lteren Zellen selber (Klasse P1) nur eine Periode fu¨r einen vollsta¨ndigen Zell-
zyklus aufweisen, so erha¨lt man die Moduszahlen I1J1J0 = 112 und die charakteristische
Gleichung fu¨r diesen Fall lautet
1 = α + 2α2 − α3.
Die numerische Berechnung liefert fu¨r das Drei-Klassen-Modell und die benachbarten
Modi des Zwei-Klassen-Modells die Reihenfolge
α(11) < α(112) < α(12)
0.5 < 0.555 < 0.618.
Die Basis α nimmt also einen Wert zwischen denen des Zwei-Klassen-Modells mit einer
Tochterklasse mit einfacher und doppelter Zyklusla¨nge (Modus 11 und 12) an. 
Bild 3.12 zeigt den durch das Dekrement der Oszillation α gegebenen Zusammenhang
zwischen Verdu¨nnungsrate und Periodenla¨nge. Das Zwei-Klassen-Modell erlaubt in Ab-
ha¨ngigkeit der Wachstumsmodi fu¨r jede Verdu¨nnungrate nur deﬁnierte Periodenla¨ngen.
Fu¨r ho¨here Moduszahlen liegen die Moduslinien enger zusammen. Der gro¨ßte Abstand
liegt zwischen den Dekrementen fu¨r Modus 11 und Modus 12. In diesem Bereich fu¨hrt die
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Erweiterung auf das vollsta¨ndige Populationsmodell der Ordnung g = 1 mit zwei Tochter-
klassen und einer Mutterklasse, also dem Drei-Klassen-Modell mit den Modi 112, 121 und
113, auf mehrere enger benachbarte Moduslinien. Eine im Zwei-Klassen-Modell nicht auf-
tretende Periodenla¨nge ließe sich demnach unter Umsta¨nden durch das unterschiedliche
Verhalten der Tochterzellen erkla¨ren. Auch bei einer ho¨heren Ordnung des Populations-
modells bleibt die Tatsache erhalten, daß fu¨r eine feste Verdu¨nnungsrate nur diskrete
Werte fu¨r die Periodenla¨nge erlaubt sind. Zu den Moduslinien kommen weitere hinzu —
die Absta¨nde werden durch die Erweiterung allerdings nicht geschlossen. Es ist zu be-
zweifeln, daß es notwendig ist, beliebig viele Klassen zu unterscheiden, da nur ganzzahlige
Vielfache der beobachteten Periodenla¨nge mo¨glich sind. Der Wechsel der Moduszahl ist
also mit einem erheblichen Sprung der Generationszeiten verbunden. Große Unterschie-
de zwischen den Moduszahlen bedeuten gravierend andere Wettbewerbschancen zwischen
den einzelnen Zellklassen bei gleichen Umgebungsbedingungen. Viele theoretisch mo¨gli-
che Modi sind auszuschließen. Auch in der synchronen Kultur weisen a¨hnliche Zellen ein
vergleichbares Wachstumsverhalten auf und tendieren daher zu den selben Moduszahlen.
Die experimentellen Ergebnisse der oszillierenden kontinuierlichen Kultur rechtfertigen
die Annahme, daß Mutterzellen im Vergleich zu den Tochterzellen besser oder mindestens
gleich gut wachsen (Beuse, 1998).
3.2.5 Sensitivita¨t der Periodenla¨nge
Die Analyse der Daten zeigt, daß der Sprossungsindex der Tochterzellen mit einer zeitli-
chen Verzo¨gerung von 40min nach dem der Mutterzellen ansteigt (Bartling, 1996). Die
Abweichung von der zur exakten Synchronita¨t notwendigen Generationszeit fu¨hrt zu einer
verbreiterten Verteilungsfunktion nach erfolgter Zellteilung. Weist die Kultur eine hohe
Synchronita¨t auf, so sind sogar bimodale Verteilungsformen nach der Teilung mo¨glich.
Die Kulturen beﬁnden sich aber trotz der beobachteten Verzo¨gerung in einem stationa¨ren
(Fließ-) Gleichgewicht. Man kann daher annehmen, daß die Breite der Verteilung im Ver-
lauf des Zellzyklus abnimmt, bis die urspru¨ngliche Form vor der na¨chsten Teilung wieder
erreicht ist. Im folgenden wird die Auswirkung der nicht gleichzeitig sprossenden Teilpopu-
lationen am Beipiel des Zwei-Klassen-Modells untersucht. Die Ergebnisse sind in analoger
Weise auf das Mehr-Klassen-Modell u¨bertragbar.
Die Generationszeit der Zellklassen weicht, wie in Bild 3.13 skizziert, von den angenom-
menen ganzzahligen Vielfachen ab. Fu¨r die Generationszeiten des Zwei-Klassen-Modells,
bestehend aus einer Tochter- und einer Mutterklasse, gilt weiterhin der Zusammenhang
e−DaT,D + e−DaT,P = 1 (3.40)
zwischen den Generationszeiten aT,D und aT,P . Die Gleichung leitet sich aus der Zellbilanz
ab und gilt sowohl fu¨r die synchrone als auch fu¨r die asynchrone Kultur. Die fu¨r die syn-
chrone Kultur aufgestellte zusa¨tzliche Bedingung triﬀt hier jedoch nur na¨herungsweise zu.
Die Generationszeiten weichen um die verha¨ltnisma¨ßig kleinen Zeiten ∆aT,D und ∆aT,P
von den ganzahligen Vielfachen der Periodenla¨nge ab. Wie Bild 3.13 zu entnehmen ist,
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Bild 3.13: Skizze der Zellverteilung von Mutter- und Tochterklasse bei Abweichungen der Generati-
onszeiten von den ganzzahligen Vielfachen der Periodenla¨nge TP
lassen sich in diesem Fall die Zusammenha¨nge
JTP +∆aT,D = aT,D (3.41)
ITP −∆aT,P = aT,P (3.42)
angeben. Bild 3.13 zeigt hierbei Verha¨ltnisse, die ungefa¨hr dem Modus IJ = 12 entspre-
chen. Die Addition der Diﬀerenzen fu¨r Mutter- und Tochterklasse liefert den Abstand ∆a
mit
∆a = ∆aT,D +∆aT,P = (I − J)TP + aT,D − aT,P (3.43)
zwischen den beiden in na¨chsten Zyklus zu verschmelzenden Teilpopulationen. Die U¨ber-
lagerung fu¨hrt auf eine neue Population, die im Schwerpunkt zwischen den beiden Teilpo-
pulationen den na¨chsten Zellzyklus beginnt. Unter dieser Voraussetzung gilt die Beziehung
∆aT,D e
−DaT,D = ∆aT,P e−DaT,P (3.44)
fu¨r die beiden Diﬀerenzen ∆aT,D und ∆aT,P . Ersetzt man ∆aT,P durch ∆a − ∆aT,D, so
fu¨hrt dies auf
∆aT,D = ∆a e
−DaT,P (3.45)
und eingesetzt in Gleichung (3.41) auf
JTP +∆a e
−DaT,P = aT,D. (3.46)
Die Diﬀerenz ∆a kann dabei mit Hilfe von Gleichung (3.43) ersetzt werden. Aufgelo¨st
nach der Periodenla¨nge ergibt sich schließlich der gesuchte Zusammenhang
TP =
aT,De
−DaT,D + aT,Pe−DaT,P
J + (I − J)e−DaT,P (3.47)
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Bild 3.14: Zusammenhang zwischen Generationszeit der Mutterzellen, Verdu¨nnungsrate und Peri-
odenla¨nge der synchronen Kultur mit nicht gleichzeitiger Sprossung von Mutter- und Tochterzellen
fu¨r D = 0.05h−1 und D = 0.1h−1
zwischen der Periodenla¨nge und den Generationszeiten. Die Generationszeiten sind dabei
durch die Bilanzgleichung (3.40) gekoppelt. Die Verwendung der Bilanz liefert jedoch
keine weitere Vereinfachung der Beziehung.
Bild 3.14 zeigt die Periodenla¨nge der synchronen Kultur. Die Schnittpunkte der horizon-
talen und vertikalen Linien markieren die Periodenla¨nge bei gleichzeitiger Sprossung von
Tochter- und Mutterzellen fu¨r die Verdu¨nnungsraten D = 0.05 h−1 und D = 0.1 h−1. Wei-
chen die Sprossungszeitpunkte der Zellklassen voneinander ab, so verringert sich die Peri-
odenla¨nge der synchronen Kultur. Die Abweichungen der Periodenla¨nge sind fu¨r Verzo¨ge-
rungen bis zu ∆a = 1 h sehr gering. Mit anderen Worten, fu¨r eine Kultur mit geringen
Abweichungen von den idealen Bedingungen erscheint es zula¨ssig, den Wachstumsmodus
der synchronen Kultur unter Verwendung von Periodenla¨nge der Oszillation und Ver-
dopplungszeit zu bestimmen.
Kapitel 4
Populationsparameter
Im Bioreaktor sind stets eine große Anzahl von Zellen enthalten (≈ 108ml−1), die al-
le in Interaktion mit Gas- und Flu¨ssigphase stehen. Unter diesen Bedingungen ist es
nicht mo¨glich, das Wachstum einer einzelnen Zelle im Reaktor zu beobachten. Bei den
gemessenen Stoﬀwechselraten handelt es sich stets um die mittleren Eigenschaften al-
ler Zellen. Wie zu beobachten ist, beeinﬂußt die Zusammensetzung der Population das
Wachstumsverhalten der gesamten Kultur. Die Zusammensetzung der Population wird
hierbei entscheidend durch den Zellzykluszustand und durch das genealogische Alter be-
stimmt. Diese beiden Merkmale lassen sich durch Populationsparameter charakterisieren,
die man durch Ausza¨hlen der in einem Probevolumen enthaltenen Zellen erha¨lt. Dabei die-
nen Fa¨rbetechniken dazu, eine Reihe von speziﬁschen Merkmalen zu gewinnen (Bartling,
1996). Meßbares Merkmal des genealogischen Alters stellen in diesem Fall die bei der
Teilung der Tochterzelle von der Mutterzelle entstandenen sogenannten Sprossungsnar-
ben dar. Die Anzahl der Sprossungsnarben entspricht dabei der Anzahl der vollsta¨ndig
durchlaufenen Zellzyklen und damit dem in Abschnitt 2.3 eingefu¨hrten genealogischen
Alter. Der Zellzykluszustand einer Zelle dru¨ckt sich in der Morphologie der Zellen aus.
Die Zugeho¨rigkeit zu den biologischen Phasen (siehe Bild 1.2 auf Seite 23) ist zum Bei-
spiel an der ausgebildeten Sproßzelle und der Verteilung der DNA zwischen Tochter- und
Mutterzelle zu erkennen.
Die Populationsparameter sind fu¨r den stationa¨ren Zustand der kontinuierlichen Kultur
aus den Modellgleichungen des Zellzyklus- und des Populationsmodells ableitbar. Fu¨r
das Zwei-Klassen-Modell haben Hartwell und Unger (1977) die Populationsparameter fu¨r
asynchrones und Bellgardt (1994b) fu¨r synchrones Wachstum angegeben. Wie sich zeigt,
ist in beiden Fa¨llen das Verha¨ltnis von Tochter- zu Mutterzellen konstant. Dieses Verha¨lt-
nis wird durch die Generationszeiten der Zellen bestimmt. Hierbei gilt: Je la¨nger die Ge-
nerationszeit der Zellen einer Klasse ist, desto gro¨ßer ist auch der Anteil dieser Klasse an
der Population.
Grover und Woldringh (1995) erweitern die entsprechenden Zusammenha¨nge der asyn-
chronen Kultur fu¨r das Mehr-Klassen-Modell. Die folgenden Abschnitte 4.1 und 4.2 sind
den Zellzahlen in den Klassen bzw. in den Zyklusphasen des Mehr-Klassen-Modells in
synchroner Kultur gewidmet. In Abschnitt 4.3 dient der Zusammenhang zwischen Ge-
nerationszeit und Zellzahl dazu, die relevante genealogische Struktur einer synchronen
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Kultur zu bestimmen. Wa¨hrend sich die Zellzahl einer Mutterklasse stets mit Hilfe der
Sprossungsnarben bestimmen la¨ßt, ist dies bei der Zusammensetzung der Tochterzellen
nicht der Fall. Die Klasseneinteilung basiert hier auf der Herkunft der Zellen. Unabha¨ngig
von ihrer Herkunft weist jedoch keine Tochterzelle eine Sprossungsnarbe auf. Man ist hier
auf eine rechnerische Bestimmung der Zellzahl der einzelnen Tochterklassen angewiesen.
Zur Bestimmung der periodischen Lo¨sung der den Zellzyklus charakterisierenden Diﬀe-
rentialgleichung in Abschnitt 3.2 wurde die Verteilungsfunktion f(p) eingefu¨hrt. In der
synchronen Kultur bestimmt die Funktion f(p) den Synchronisationsgrad. Fu¨r f(p) = 1
ergibt sich als Spezialfall die asynchrone Kultur. Eine vollsta¨ndig synchrone Kultur ist
dagegen durch die sogenannte Dirac-Funktion f(p) = δ(p− p0) gekennzeichnet. Eine Ap-
proximation der Verteilungsfunktion ist beispielsweise mit Hilfe einer experimentell ermit-
telten Verteilung des Volumens der Zellen mo¨glich. Dieser Abscha¨tzung liegt die Annahme
zugrunde, daß das Volumen mit zunehmender Reife der Zelle zunimmt. Statt die gesamte
Zellverteilung zu einem Zeitpunkt zu bestimmten, ist es im Fall der periodischen Lo¨sung
ebenfalls mo¨glich, die Zellzahl zu einem festen Zellzykluszustand im Verlauf einer Periode
zu betrachten. Diese Zeitreihe entha¨lt ebenfalls die Information u¨ber die Zellverteilung
f(p). Zur Charakterisierung des Zyklus ist die Einteilung in Zyklusphasen nu¨tzlich. Die
Zellverteilung wird durch die Zellzahl in diesen Phasen nur an wenigen diskreten Punk-
ten angegeben. Steht beispielsweise nur der Sprossungsindex zur Verfu¨gung, so entsteht
durch die Aufteilung in Einzel- und Doppelzellphase eine recht du¨rftige Approximation
des Zellzyklus. Der zeitliche Verlauf des Sprossungsindex entha¨lt dagegen implizit weit
mehr Information, da jede zeitliche A¨nderung durch einen Fluß u¨ber die Intervallgrenzen
der beiden Phasen verursacht wird. In Abschnitt 4.4 wird ein Verfahren vorgestellt, das
die im zeitlichen Verlauf des Sprossungsindex verborgene Information verwendet, um die
Zellverteilung im Zyklus abzuscha¨tzen.
4.1 Zellzahl einer Klasse
Das in Abschnitt 2.3 vorgestellte Populationsmodell teilt die Kultur in genealogische Al-
tersklassen ein, wobei man die einzelnen Zellen anhand ihrer Sprossungsnarben einer
dieser Klassen zuordnen kann. Die Dynamik des Zellzyklus jeder Klasse wird durch eine
Diﬀerentialgleichung fu¨r die Zelldichte der Form (2.11) charakterisiert. Experimentell ist
jedoch in der Regel die Zellzahl und nicht die Zelldichte bestimmbar. Im Modell ergibt sich
die Zellzahl Ni(t) einer beliebigen Klasse i durch Integration u¨ber die Zelldichte ni(t, a)
zu
Ni(t) =
∫ aT,i
0
ni(t, a) da
wobei a ∈ [0, aT,i] den Zellzyklus darstellt. Das Symbol aT,i kennzeichnet dabei die Gene-
rationszeit. Die Summe der Zellzahlen aller Klassen entsprechend
N(t) =
∑
i
Ni(t)
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fu¨hrt schließlich auf die Gesamtzellzahl der Population. Es erweist sich ha¨uﬁg als gu¨nstiger,
nicht die absolute Zellzahl, sondern die Zellzahl Ni(t) einer Klasse entsprechend
Fi(t) =
Ni(t)
N(t)
auf die Gesamtzahl zu beziehen.
Die Annahme einer konstanten Wachstumsgeschwindigkeit der Zellen im Zellzyklus er-
laubt es, weitere Eigenschaften abzuleiten. Mit der in Abschnitt 3.2.1 vorgestellten Lo¨sung
ni(t, p) = ni,0 e
−Da fi((t− t0)− a)
kann man die Zellzahl Ni(t) durch
Ni(t) =
∫ aT,i
0
ni,0 e
−Da fi((t− t0)− p) da (4.1)
charakterisieren, wobei f(a) die allgemeine Verteilungsfunktion und ni,0 die Zelldichte
zu Beginn des Zellzyklus darstellt. Fu¨r die Spezialfa¨lle des asynchronen und synchronen
Wachstums ist das Integral analytisch lo¨sbar. Sowohl in der periodischen synchronen als
auch in der stationa¨ren asynchronen Kultur gilt dabei ni,0 = const, das heißt die Peri-
odizita¨t der synchronen Kultur ist ausschließlich in der Verteilungsfunktion f(a) beru¨ck-
sichtigt. Die Verdu¨nnungsrate D und die Verteilungsfunktion f(a) sind dabei fu¨r alle
Klassen gleich. Die Zellzahl einer Klasse ha¨ngt also von der Anfangszelldichte und der
Generationszeit ab. Beide Gro¨ßen weisen aufgrund des Populationsmodells gegenseitige
Abha¨ngigkeiten auf, die im folgenden betrachtet werden.
4.1.1 Anfangszelldichte
Die Zelldichten zu Beginn und zum Ende des Zellzyklus sind verknu¨pft durch die Gleichun-
gen (2.38) des Populationsmodells. Legt man die in Abschnitt 3.2.1 abgeleitete analytische
Lo¨sung der Beschreibung des Zellzyklus zugrunde, so gelingt es, das Populationsmodell
ausschließlich unter Verwendung der Anfangszelldichte und der Generationszeiten anzu-
geben. Damit ergeben sich folgende Abha¨ngigkeiten fu¨r die genealogischen Klassen in der
periodischen Lo¨sung zwischen der Anfangszelldichte ni,0 und der Zelldichte nP0,1 zum
Ende des Zellzyklus der Klasse P0. Es gilt
nP1,0 =
g∑
j=0
nDj,0 e
−DaT,Dj = nP0,1 fu¨r g > 1, (4.2a)
nPi,0 = nP0,1
i−1∏
k=1
e−DaT,Pk fu¨r 2 ≤ i ≤ g − 1 (4.2b)
und entsprechend Gleichung (3.31)
nPg,0 = nP0,1
1
1− eDaT,Pg
g−1∏
k=1
e−DaT,Pk . (4.2c)
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Die Zelldichte der Tochterzellklassen 1 ≤ j ≤ g ist bedingt durch die Deﬁnition der
Tochterklassen identisch mit der Zelldichte am Ende der entsprechenden Mutterklasse.
Die Zelldichte der ju¨ngsten Tochterklasse j = 0 ist identisch mit der Zelldichte der ersten
Mutterklasse. Unter Beru¨cksichtigung von Gleichung (4.2) gilt
nD0,0 =
g∑
j=0
nDj,0 e
−DaT,Dj = nP0,1, (4.3a)
nDj,0 = nP0,1
j∏
k=1
e−DaT,Pk fu¨r 1 ≤ j ≤ g − 1 (4.3b)
und fu¨r die a¨lteste Tochterklasse
nDg,0 = nP0,1
1
1− eDaT,Pg
g∏
k=1
e−DaT,Pk . (4.3c)
Damit gelingt es, die Anfangszelldichte aller Klassen auf die Zahl der sprossenden Toch-
terzellen nP0,1 zu beziehen. Die Dichte ist dann nach den Gleichungen (4.2) und (4.3) eine
Funktion der Generationszeiten der Kultur.
Im Fall der einfachsten vollsta¨ndigen Klassenstruktur mit g = 1 gilt nach Gleichung
(2.38) zwischen der Zelldichte zu Beginn des Zyklus ni,0 und den Generationszeiten aT,i
der Zusammenhang
nP1,0 = e
−DaT,D0 nD0,0 + e−DaT,D1 nD1,0 + e−DaP1 nP1,0 (4.4a)
nD0,0 = e
−DaT,D0 nD0,0 + e−DaT,D1 nD1,0 (4.4b)
nD1,0 = e
−DaT,P1 nP1,0. (4.4c)
Die oben angegebenen Gleichungen (4.2) und (4.3) schließen natu¨rlich den einfachsten Fall
g = 1 mit ein. Die beiden a¨ltesten Klassen P1 und D1 gehorchen dabei den Gleichungen
(4.2c) und (4.3c). Die Anfangszelldichte der Mutterklasse P1 nimmt damit die Form
nP1,0 =
1
1− e−DaT,P1 nP0,1
an und entsprechend gehorchen die Tochterklassen D0 und D1 den Gleichungen
nD0,0 = nP0,1
nD1,0 =
e−DaT,P1
1− e−DaT,P1 nP0,1.
Die Addition der Zelldichte der beiden Tochterklassen D0 und D1 fu¨hrt auf die Zelldichte
aller Tochterzellen mit
nD,0 = nD0,0 + nD1,0 =
(
1 +
e−DaT,P1
1− e−DaT,P1
)
nP0,1,
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sowie durch Umformung auf
nD,0 =
1
1− e−DaT,P1 nP0,1 = nP1,0 = nP,0,
was wiederum der Dichte der Mutterzellen entspricht. Die Zusammenfassung der bei-
den Tochterklassen reduziert das obige Drei- auf ein Zwei-Klassen-Modell, bestehend aus
Mutter- und Tochterzellen.
Mit Hilfe von Gleichung (4.4b) gelangt man zu dem Verha¨ltnis zwischen den Zelldichten
der beiden Tochterklassen
nD0,0
nD1,0
=
e−DaT,D1
1− e−DaT,D0 . (4.5)
Bei zwei Mutterzellklassen ist in analoger Vorgehensweise Gleichung (4.4a) durch die
Beziehungen
nP1,0 = e
−DaT,D0 nD0,0 + e−DaT,D1 nD1,0
nP2,0 = e
−DaT,P1nP1,0 + e−DaT,P2nP2,0
zu ersetzen. Aus der zweiten Gleichung folgt wiederum das Verha¨ltnis zwischen den Zell-
dichten der beiden Mutterklassen
nP1,0
nP2,0
=
1− e−DaT,P2
e−DaT,P1
.
Bezogen auf die Gesamtzahl der Mutterzellen nP,0 = nP1,0 + nP2,0 gilt
nP1,0 =
1− e−DaT,P2
1 + e−DaT,P1 − e−DaT,P2 nP,0
nP2,0 =
e−DaT,P1
1 + e−DaT,P1 − e−DaT,P2 nP,0.
Bei identischen Generationszeiten, also aT,P1 = aT,P2 = aT,P gilt schließlich
nP1,0 =
(
1− e−DaT,P )nP,0
nP2,0 = e
−DaT,P nP,0.
Mit Hilfe der Abha¨ngigkeit zwischen den Zelldichten der einzelnen Klassen gelingt es nun,
die Zellzahl in Abha¨ngigkeit von Zelldichte und den Generationszeiten zu berechnen.
4.1.2 Asynchrone Kultur
Die asynchrone Kultur ist durch eine konstante Verteilung f(a) = 1 gekennzeichnet. Somit
gilt nach Gleichung (4.1) fu¨r die Zellzahl
Ni(t) =
∫ aT,i
0
ni,0 e
−Da da (4.6)
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woraus durch Lo¨sung des Integrals die Beziehung
Ni(t) =
ni(t, 0)
D
(
1− e−DaT,i) (4.7)
folgt. Das heißt, Zellen mit einer la¨ngeren Generationszeit sind ha¨uﬁger im Reaktor ent-
halten als solche mit einer ku¨rzeren Generationszeit.
Die Berechnung der gesamten Zellzahl erfolgt getrennt fu¨r die Mutter- und die Tochter-
zellen. Die Zahl der Mutterzellen ergibt sich aus der Summation u¨ber alle g Mutterklassen
zu
NP (t) =
g∑
i=1
NPi(t). (4.8)
Mit Gleichung (4.7) ist
NP (t) =
g∑
i=1
nPi,0
D
(1− e−DaT,Pi).
Durch Ausmultiplizieren der Klammer und Einsetzen der Zelldichte in Gleichung (2.38)
folgt
NP (t) =
1
D
(
g∑
i=1
nPi,0 −
g∑
i=2
nPi,0
)
.
Da wegen der unterschiedlichen Summationsgrenzen alle ho¨heren Terme als i = 1 ver-
schwinden, gilt schließlich fu¨r die Zahl der Mutterzellen
NP (t) =
nP1,0
D
=
nP0,1
D
. (4.9)
Die Gesamtzahl der Mutterzellen ist unabha¨ngig von den Generationszeiten der einzelnen
Klassen. Kennt man die Anfangszelldichte der ersten Klasse, so ist auch die Gesamt-
zellzahl angebbar, da die Zahl der Mutterzellen auf ihrem Weg durch die genealogische
Klassenabfolge erhalten bleibt. Sie ha¨ngt ausschließlich von der Verdu¨nnungsrate ab.
Analog zur Berechnung der Mutterzellzahl lautet die Tochterzellzahl
ND(t) =
g∑
j=0
NDj(t). (4.10)
Die Integration nach Gleichung (4.7) liefert
ND(t) =
g∑
j=0
nDi,0
D
(1− e−DaT,Dj)
ND(t) =
1
D
(
g∑
j=0
nDi,0 −
g∑
j=0
nDi,0 e
−DaT,Dj
)
,
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was sich wiederum mit Hilfe der Deﬁnitionen (2.37) und (2.38) als Summe
ND(t) =
1
D
(
g∑
j=0
nDi,0 − nP1,0
)
schreiben la¨ßt. Unter Verwendung der in Gleichung (2.37) eingefu¨hrten Zelldichte nP0 gilt
fu¨r die Zellzahl aller Tochterzellen
ND(t) =
1
D
(nP0,0 − nP0,1) = 1
D
nP0,0
(
1− e−DaT,P0) . (4.11)
Die Tochterzellen geho¨ren, im Gegensatz zu den Mutterzellen, nur einen Zellzyklus lang
einer Tochterzellklasse an und gehen danach in eine Mutterzellklasse u¨ber. Die Zahl der
Tochterzellen nimmt also mit der La¨nge der mittleren Generationszeit aT,P0 aller Toch-
terzellen zu.
Die Summe aus Mutter- unf Tochterzellen ergibt die Gesamtzahl der Zellen
N(t) =
nP0,0
D
; (4.12)
wie man sieht, ist dieser Ausdruck unabha¨ngig von den Generationszeiten. Auf diesen
Zusammenhang hat Powell (1956) auch beim Wachstum durch Teilung in zwei gleiche
Zellen hingewiesen.
Die relative Zellzahl einer beliebigen Klasse i lautet
Fi(t) =
Ni(t)
N(t)
=
ni,0
nP0,0
(1− e−DaT,i). (4.13)
Sie ist vollsta¨ndig durch das Verha¨ltnis der einzelnen Generationszeiten beschrieben, wie
man durch Einsetzen der Zelldichte entsprechend den Gleichungen (4.2) und (4.3) erkennt.
4.1.3 Synchrone Kultur
Bei synchronem Wachstum ist ein periodisches Verhalten von Prozeßparametern zu be-
obachten. Diese Oszillation ist durch eine Synchronisation der Zellen bezu¨glich des Zell-
zyklus verursacht. Mit anderen Worten, nach der Periodenla¨nge TP teilt sich jeweils die
gleiche Zahl von Zellen. Damit weist die Verteilungsfunktion ebenfalls einen periodischen
Charakter der Form f(a) = f(a + TP ) auf. Die Generationszeit aT,i aller Zellen ist in
der synchronen Kultur stets auf ganzzahlige Vielfache der Periodenla¨nge TP festgelegt.
Das Verha¨ltnis Ii = aT,i/TP kennzeichnet die Moduszahl dieser Klassen (siehe Gleichung
(3.35)).
Die Zellzahl entsprechend Gleichung (4.1) erha¨lt man wiederum durch Integration u¨ber
die Zelldichte
Ni(t) =
∫ aT,i
0
ni,0 e
−Daf((t− t0)− a)da,
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wobei sich das Integral in Ii durch die Moduszahl vorgegebene Teilstu¨cke zerlegen la¨ßt.
Es entsteht eine Summe von Ii Integralen u¨ber jeweils eine Periode der La¨nge TP
Ni(t) =
Ii∑
i=1
∫ iTP
(i−1)TP
ni,0e
−Daf((t− t0)− a)da.
Die Substitution a = a∗ + (i− 1)TP fu¨hrt auf
Ni(t) = ni,0
Ii∑
i=1
e−D(i−1)TP
∫ TP
0
e−Da
∗
f((t− t0)− a∗)da∗.
Mit der Abku¨rzung
F(t) =
∫ TP
0
e−Da
∗
f((t− t0)− a∗)da∗
und der Deﬁnition des Dekrementes wa¨hrend einer Periode nach Gleichung (3.36) wird
daraus
Ni(t) = ni,0F(t)
Ii∑
i=1
αi−1.
Durch eine Erweiterung der geometrischen Reihe mit (1− α) erha¨lt man die Form
Ni(t) = ni,0
F(t)
1− α(1− α
Ii).
Das Ergebnis ist dem in Gleichung (4.7) fu¨r die asynchrone Kultur abgeleiteten recht
a¨hnlich, wenn man den Zusammenhang e−DaT,i = αIi beru¨cksichtigt.
Die Gesamtzahl der Mutterzellen der synchronen Kultur wird analog zu der asynchronen
Kultur gebildet. Es gilt hier
NP (t) = nP0,1
F(t)
1− α. (4.14)
Die Gesamtzahl der Tochterzellen der synchronen Kultur ist durch
ND(t) = (nP0,0 − nP0,1) F(t)
1− α
gegeben. Die Addition von Mutter- und Tochterzellen liefert auch hier die Gesamtzahl
entsprechend
N(t) = nP0,0
F(t)
1− α.
Die Gesamtzahl ist wiederum unabha¨ngig von den Generationszeiten beziehungsweise dem
Modus der synchronen Kultur.
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Nu¨tzlicher als die absoluten Zahlen ist auch in diesem Fall der relative Anteil der Zellen
einer Klasse. Das Integral F(t) ist fu¨r alle Zellklassen identisch und tritt daher in den
bezogenen Gro¨ßen Fi der synchronen Kultur nicht auf. Da der Term F(t) die einzige
zeitabha¨ngige Gro¨ße ist, ergibt sich eine konstante relative Zellzahl fu¨r allen Klassen.
Analog zu Gleichung (4.13) gilt fu¨r die Klasse i
Fi(t) =
Ni(t)
N(t)
=
ni,0
nP0,0
(
1− αIi) , (4.15)
wobei Ii die Moduszahl dieser Klasse bezeichnet.
Der gesamte Anteil der Tochterzellen ist stets
FD = 1− αJ , (4.16)
wobei der Exponent J in diesem Fall das Verha¨ltnis der mittleren Generationszeit aller
Tochterzellen zur Periodenla¨nge wiedergibt. Existieren mehrere Tochterzellklassen mit
unterschiedlichen Generationszeiten, so kann nicht von einem ganzzahligen Exponenten
J ausgegangen werden.
Da die Kultur nur aus Mutter- und Tochterzellen besteht, gilt fu¨r den Anteil der Mutter-
zellen entsprechend
FP = α
J . (4.17)
4.2 Zellzahl einer Phase
Der Zellzyklus besteht aus einer Abfolge von einzelnen Phasen. Die Zellzahl einer betrach-
teten Phase des Zellzyklus erha¨lt man durch Integration u¨ber die Zelldichte ni(t, a) der
Klasse i innerhalb der fu¨r die Phase y festgesetzten Grenzen. Es gilt
Ni,y(t) =
∫ amax
amin
ni(t, a) da,
wobei amin und amax die Grenzen dieser Phase innerhalb des Zellzyklus bezeichnen. Nimmt
man eine konstante Wachstumsgeschwindigkeit im Zellzyklus an, ist es mo¨glich, weitere
Eigenschaften abzuleiten. Mit der in Abschnitt 3.2.1 berechneten analytischen Lo¨sung
nimmt die Zellzahl Ni,y(t) die Form
Ni,y(t) =
∫ amax
amin
ni,0 e
−Da fi((t− t0)− a) da
an.
4.2.1 Asynchrone Kultur
Da fu¨r die asynchrone Kultur f(a) = 1 gilt, kann die Zellzahl einer Klasse i in einer Phase
y durch
Ni,y =
ni,0
D
(
e−Damax − e−Damin) ,
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angegeben werden, wobei amax das Ende und amin den Anfang dieser Phase kennzeichnet.
Mit zunehmenden Werten der Grenzen amin und amax sinkt die Zellzahl ab. Das heißt,
Phasen gleicher La¨nge ∆a = amax − amin enthalten aufgrund des Auswaschprozesses
weniger Zellen, je weiter sie vom Beginn des Zellzyklus entfernt sind.
Beispiel: Die Sprossungsphase liegt unmittelbar am Ende des Zellzyklus. Sie ist durch
das Intervall [aT − TB; aT ] festgelegt. Hierbei bezeichnen aT die Generationszeit und TB
die Dauer der Sprossungsphase. Die Zahl der sprossenden Zellen ergibt sich im Fall einer
einzigen Klasse mit den Grenzen amin = aT − TB und amax = aT zu
Nbud =
n0
D
e−DaT
(
1− eDTB) .
Auf den die Klasse bezeichnenden Index kann bei der aus einer Klasse bestehenden Po-
pulation verzichtet werden.
Bezogen auf die Gesamtzahl
N =
n0
D
nimmt der Sprossungsindex der asynchronen Kultur die Form
FBI =
Nbud
N
= e−DaT
(
1− eDTB)
an. Der Sprossungsindex sinkt mit steigender Generationszeit aT und steigt mit der La¨nge
der Sprossungsphase TB.
4.2.2 Synchrone Kultur
Wa¨hrend die Zellzahl in allen Phasen der asychronen Kultur konstant ist, triﬀt dies auf
die synchrone Kultur nicht zu. Wie im folgenden gezeigt, ist es jedoch mo¨glich, obere
und untere Schranken fu¨r den Verlauf der Zellzahl abha¨ngig vom vorliegenden Wachs-
tumsmodus der synchronen Kultur anzugeben. Bei dieser Abscha¨tzung wird eine ideale
vollsta¨ndig synchrone Kultur zugrunde gelegt. Solange die La¨nge der betrachteten Phase
ku¨rzer als die Periodenla¨nge der synchronen Kultur ist, kann die untere Grenze leicht an-
gegeben werden. Es existiert stets ein Zeitpunkt, zu dem sich keine der Teilpopulationen
in der betreﬀenden Phase beﬁndet. Daher gilt fu¨r die untere Schranke der Zellzahl einer
mit y bezeichneten Phase Ny,min = 0. Die maximale Zellzahl Ny,max wird dann erreicht,
wenn eine Teilpopulation in die untersuchte Phase y eintritt. Aufgrund der angenomme-
nen La¨nge der Phase beﬁndet sich immer nur eine Teilpopulation gleichzeitig innerhalb
der betreﬀenden Phase.
Im folgenden wird wiederum, wie bei der asynchronen Kultur, die Sprossungsphase ver-
wendet, um diese Abscha¨tzung fu¨r das Zwei- und das allgemeine Mehr-Klassen-Modell
durchzufu¨hren. Die Sprossungszeit ist in der Regel ku¨rzer als die beobachtete Perioden-
la¨nge.
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4.2.2.1 Zwei-Klassen-Modell
Das Wachstum einer synchronen Kultur, bestehend aus Mutter- und Tochterzellen, ist
durch den Wachstumsmodus IJ gekennzeichnet. Jede der beiden Klassen teilt sich dabei
in I bzw. J gleichma¨ßig u¨ber den Zellzyklus verteilte Teilpopulationen auf. Eine Teilpopu-
lation meint hierbei eine Gruppe von Zellen mit jeweils gleichen Eigenschaften. Innerhalb
des Zellzyklus liegen diese Teilpopulationen jeweils im Abstand einer Periodenla¨nge aus-
einander. Die Zellzahl der weiter hinten liegenden ist dabei gegenu¨ber der ersten Teilpopu-
lation um α bzw. α2, usw. verringert. In der Sprossungsphase beﬁndet sich nur die a¨lteste
von ihnen. Das Verha¨ltnis der beiden sprossenden Teilpopulationen zur Gesamtzahl la¨ßt
sich durch
FBI,max =
nDα
J−1 + nPαI−1
nD
∑J−1
j=0 α
j + nP
∑I−1
i=0 α
i
(4.18)
ausdru¨cken, wobei nD und nP die Zelldichte in Tochter- bzw. Mutterklasse zu Beginn des
Zellzyklus bezeichnen. Da unabha¨ngig von der genealogischen Struktur im Zwei-Klassen-
Modell immer die gleiche Zahl von Mutter- und Tochterzellen entstehen, gilt nD = nP ,
was zusammen mit der normierten Bilanz αJ + αI = 1 nach Gleichung (3.39) und der
Erweiterung der geometrischen Reihe mit (1 − α) (vgl. Abschnitt 4.1.3) fu¨r die obere
Grenze zu
FBI,max = (α
J−1 + αI−1)(1− α) = α−1 − 1 (4.19)
fu¨hrt.
Anstatt die gesamte Population zu betrachten, kann es unter gewissen Bedingungen
wu¨nschenswert sein, den Sprossungsindex einer einzelnen Klasse anzugeben. Fu¨r den auf
die Zahl der Tochterzellen bezogenen Sprossungsindex dieser Klassen ergibt der Ansatz
analog zu Gleichung (4.18)
FD,BI,max =
nDα
J−1
nD
∑J−1
j=0 α
j
. (4.20)
Entsprechend der obigen Vorgehensweise gelingt es durch Erweiterung der geometrischen
Reihe mit (1− α) den Sprossungsindex in die Form
FD,BI,max =
αJ−1
1− αJ (1− α)
zu u¨berfu¨hren. Beru¨cksichtigt man wiederum die normierte Bilanzgleichung, so folgt
FD,BI,max =
αJ
αI
(
α−1 − 1)
und durch Vergleich mit Gleichung (4.19) gilt schließlich der Ausdruck
FD,BI,max = α
J−IFBI,max. (4.21)
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In entsprechender Weise kann fu¨r die Mutterzellen der Zusammenhang
FP,BI,max = α
I−JFBI,max (4.22)
abgeleitet werden.
Fu¨r eine Vielzahl von Experimenten ist die Generationszeit der Mutterzellen identisch mit
der Periodenla¨nge. Die Moduszahl der Mutterklasse entspricht also I = 1. In diesem Fall
ist es mo¨glich, den maximalen Sprossungsindex der Mutterzellen mit Hilfe der normierten
Zellbilanz zu
FP,BI,max = α
1−J α
J
α
= 1
umzuformen. Das bedeutet, daß mit dem Erreichen der Sprossungsphase stets alle Zel-
len gleichzeitig der Sprossungsphase angeho¨ren. Aus der Beziehung (4.22) ist dies nicht
unmittelbar zu erkennen.
4.2.2.2 Mehr-Klassen-Modell
Der maximale Sprossungsindex des Mehr-Klassen-Modells gehorcht einem a¨hnlichen An-
satz. Anstatt einer Mutter- und einer Tochterklasse entha¨lt das Modell nun g Mutter- und
g + 1 Tochterklassen. Die Zahl der Teilpopulationen der einzelnen Klassen ist wiederum
durch die Moduszahlen Ii bzw. Jj der Klassen gegeben. Auch hier beﬁndet sich nur die
a¨lteste der Ii bzw. Jj Teilpopulationen in der Sprossungsphase. Der Sprossungsindex der
Kultur ist daher gegeben durch die Gleichung
FBI,max =
∑g
l=0 α
Jl−1nDl +
∑g
k=1 α
Ik−1nPk∑g
l=0
(
nDl
∑Jl
j=1 α
j−1
)
+
∑g
k=1
(
nPk
∑Ik
i=1 α
i−1
) .
Die Zelldichte ni fa¨llt hier, anders als beim Zwei-Klassen-Modell, in jeder Klasse unter-
schiedlich aus. Es ist daher beispielsweise die in den Gleichungen (4.2) und (4.3) angege-
bene Aufteilung der Zellen zwischen den einzelnen Klassen zu beru¨cksichtigen.
Wiederum liefert die Erweiterung mit (1− α)
FBI,max =
∑g
l=0 α
JlnDl +
∑g
k=1 α
IknPk(α
−1 − 1)∑g
l=0 nDl (1− αJl) +
∑g
k=1 nPk (1− αIk)
.
Beru¨cksichtigt man das Populationsmodell nach (2.38), so ist es mo¨glich, die folgenden
Umformungen vorzunehmen. So werden alle Tochterzellen im folgenden Zyklus in der
Klasse D0 zusammengefaßt. Daher gilt fu¨r die Summe der Tochterzellen am Zyklusende
die Gleichung
g∑
l=0
nDlα
Jl = nD0.
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Die Mutterzellen wechseln mit jedem weiteren Zellzyklus in die na¨chst ho¨here Klasse. Die
Summe u¨ber alle Mutterklassen zum Ende des Zellzyklus ist identisch mit der Summe zu
Beginn des Zellzyklus entsprechend
g∑
k=1
nPkα
Ik =
g∑
k=2
nPk,
wobei hier die ju¨ngste Klasse nicht mehr beru¨cksichtigt wird. Betrachtet man statt der
Mutter- die Tochterzellen nach der Teilung, so gilt der Zusammenhang
g∑
k=1
nPkα
Ik =
g∑
l=1
nDl.
Mit Hilfe dieser Identita¨ten gelangt man zu der Gleichung
FBI,max =
nD0 +
∑g
l=1 nDl∑g
l=0 nDl − nD0 +
∑g
k=1 nPk −
∑g
k=2 nPk
(α−1 − 1),
die sich durch weitere Zusammenfassungen zu
FBI,max =
∑g
l=0 nDl∑g
l=0 nDl + nP1 − nD0
(α−1 − 1)
vereinfacht. Aufgrund der Identita¨t nP1 = nD0 ist die Form
FBI,max = (α
−1 − 1) (4.23)
gu¨ltig, was dem bereits fu¨r das Zwei-Klassen-Modell ermittelten Wert entspricht.
Ist es erwu¨nscht, den Sprossungsindex auf eine Tochterklasse Dj zu beschra¨nken, gilt der
Ansatz
FDj,BI,max =
nDj α
Jj−1
nDj
∑Jj−1
l=0 α
l
,
wobei durch die Erweiterung mit (1− α) die vereinfachte Form
FDj,BI,max =
αJj
1− αJj
(
α−1 − 1)
entsteht. Fu¨hrt man den Gesamtsprossungsindex nach Gleichung (4.23) ein, so gilt die
Beziehung
FDj,BI,max =
αJj
1− αJj FBI,max.
In a¨hnlicher Weise kann auch der Sprossungsindex einer Mutterklasse angegeben werden.
Fu¨r einfache Anordnungen sind Dekrement α und Sprossungsindex analytisch angebbar.
Allgemein erscheint jedoch eine tabellarische Angabe fu¨r ausgewa¨hlte Modi sinnvoll. Die
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Tabelle 4.1: Maximaler Sprossungsindex und Dekrement α des Drei-Klassen-Modells fu¨r ausgewa¨hlte
Wachstumsmodi
Modus Dekrement Sprossungsindex Fi,BI,max
I1J1J0 α gesamt P1 D1 D0 P D
111 0.5 1. 1. 1. 1. 1. 1.
112 0.555 0.8019 1. 1. 0.3569 1. 0.6431
121 0.5698 0.7549 1. 0.363 1. 1. 0.5698
122 0.618 0.618 1. 0.382 0.382 1. 0.382
123 0.6414 0.559 1. 0.3908 0.20042 1. 0.31246
132 0.661 0.5129 1. 0.20826 0.398 1. 0.26304
133 0.6823 0.4656 1. 0.21676 0.21676 1. 0.21676
134 0.6952 0.4384 1. 0.22185 0.13363 1. 0.19221
143 0.7125 0.4036 1. 0.14008 0.22864 1. 0.16289
144 0.7245 0.3803 1. 0.14461 0.14461 1. 0.14461
Tabelle 4.1 entha¨lt fu¨r eine Reihe ausgewa¨hlter Wachstumsmodi des Drei-Klassen-Modells
das jeweilige Dekrement und den zugeho¨rigen maximal mo¨glichen Sprossungsindex. Der
minimale Sprossungsindex liegt in der Regel bei 0%.
Diese Einschra¨nkung auf einige wenige Klassen erscheint sinnvoll, da man unter realen
Bedingungen nicht von unterschiedlichen Eigenschaften in allen genealogischen Klassen
ausgehen kann. Wie Experimente zeigen, genu¨gen oft einfache Wachstumsmodi, um die
Konkurrenzsituation zwischen den Zellklassen zu beschreiben. In der Regel sind hierbei
drei Klassen ausreichend. In einer Vielzahl von Versuchen sind zudem die Generations-
zeiten der Mutterzellen stets mit der Periodenla¨nge identisch (I=1). In diesem Fall liegt
der maximale Sprossungsindex der Mutterzellen stets bei FP,BI,max = 1 (in der Tabel-
le Spalte P , P1). Da die Tochterzellklassen meßtechnisch nicht unterscheidbar sind, ist
es zweckma¨ßig, den maximalen Sprossungsindex fu¨r die Gesamtzahl der Tochterzellen
anzugeben (siehe Spalte D).
Im Drei-Klassen-Modell gilt fu¨r den maximalen Sprossungsindex der Tochterzellen somit
FD,BI,max =
nD0α
J0−1 + nD1αJ1−1
nD0
∑J0−1
j=0 α
j + nD1
∑J1−1
j=0 α
j
,
woraus wiederum durch Erweiterung mit (1− α)
FD,BI,max =
nD0α
J0 + nD1α
J1
nD0(1− αJ0) + nD1(1− αJ1)(α
−1 − 1)
folgt. Unter Beru¨cksichtigung des Populationsmodells nach Gleichung (2.38) gelangt man
schließlich zu
FD,BI,max =
nD0
nD1
(α−1 − 1).
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Mit Hilfe des Verha¨ltnisses zwischen den Anfangszelldichten der beiden Tochterzellklassen
D0 und D1 nach Gleichung (4.5) wird schließlich
FD,BI,max =
αJ1
1− αJ0FBI,max. (4.24)
Eingesetzt beispielsweise fu¨r Modus 123 liefert mit I1 = 1, J0 = 2 und J1 = 3 die Gleichung
FD,BI,max =
α2
1− α3FBI,max.
Die Verwendung der normierten Bilanzgleichung (3.38) fu¨hrt hier auf keine weitere Ver-
einfachung.
4.3 Berechnung der Generationszeiten
Zur Berechnung der Generationszeiten wird u¨blicherweise die Aufteilung der Population
in die genealogischen Klassen verwendet. Wie bereits in Abschnitt 4.1 gezeigt, erho¨ht
sich der Anteil der Zellen einer Klasse mit zunehmender Generationszeit und sinkt dem-
nach bei einer ku¨rzeren Generationszeit ab. Hierbei ist der prinzipielle Zusammenhang
zwischen Zellzahl und Generationszeit einer Klasse in der synchronen und asynchronen
Kultur gleich. Bei der Berechnung der Generationszeiten der synchronen Kultur muß man
allerdings zusa¨tzlich beru¨cksichtigen, daß diese der Populationsbilanz folgend ganzzahli-
gen Vielfachen der Periodenla¨nge entsprechen mu¨ssen. Diese zusa¨tzliche Bedingung la¨ßt
sich verwenden, um die Anzahl der relevanten Zellklassen mit unterschiedlichen Eigen-
schaften zu bestimmen. Neben der Aufteilung der Zellen auf die einzelnen Klassen wird
hierzu die Verdu¨nnungsrate und die Periodenla¨nge der synchronen Kultur beno¨tigt. Die
Vorgehensweise lautet dann wie folgt: Zuna¨chst sind die Generationszeiten fu¨r zwei Klas-
sen zu bestimmen. Ist das Verha¨ltnis der Generationszeiten zur Periodenla¨nge ganzzahlig,
dann reichen die beide Klassen aus, um das Wachstum zu charakterisieren. Eine Klasse,
deren Generationszeit die Bedingung nicht erfu¨llt, ist vermutlich durch unzula¨ssige Zu-
sammenfassung von mehreren Zellklassen mit unterschiedlichen Eigenschaften entstanden.
Dementsprechend ist eine Erweiterung des urspru¨nglichen Modells solange notwendig, bis
alle Klassen die Bedingungen der synchronen Kultur erfu¨llen.
Die Generationszeiten der Mutterzellklassen und der Gesamttochterzellklasse lassen sich
aus der Aufteilung der Population bestimmen. Fu¨r den Anteil FPi einer beliebigen Mut-
terklasse gilt nach Gleichung (4.13)
FPi(t) =
nPi,0
nP0,0
(
1− e−DaT,Pi) . (4.25)
Setzt man nun in der Gleichung i = 0 ein, so lautet der Zusammenhang fu¨r die Klasse P0
der Tochterzellen
FP0 =
(
1− e−DaT,P0) . (4.26)
142 4.3 Berechnung der Generationszeiten
Dieser Anteil der Tochterzellen FP0 ha¨ngt demnach lediglich von der mittleren Generati-
onszeit aT,P0 aller Tochterzellen ab. Durch Umformung erha¨lt man die Generationszeit
aT,P0 = − 1
D
ln(1− FP0). (4.27)
Fu¨r die Mutterklassen mit dem genealogischen Alter 1 ≤ i < g entha¨lt Gleichung (4.25)
die auf die Tochterklasse P0 bezogene Anfangszelldichte. Die Erweiterung mit der An-
fangszelldichte nP (i−1),0 des jeweils vorigen Zellzyklus liefert
FPi(t) =
nPi,0
nP (i−1),0
nP (i−1),0
nP0,0
(
1− e−DaT,Pi) .
Nach der Deﬁnition des Populationsmodells gilt in diesem Fall der Zusammenhang
nPi,0 = nP (i−1),0 e−DaT,P (i−1)
und somit stellt die Gleichung
FPi(t) = e
−DaT,P (i−1)FP (i−1)
1− e−DaT,Pi
1− e−DaT,P (i−1) , (4.28)
einen Zusammenhang zwischen den Anteilen FPi und FP (i−1) zweier benachbarter Mut-
terklassen her. Lo¨st man diese entsprechend dem obigen Schema nach der Generationszeit
aT,P i auf, ergibt sich mit
aT,P i = − 1
D
ln
(
1− FPi
FP (i−1)
(eDaT,P (i−1) − 1)
)
mit 1 ≤ i < g (4.29)
ein Zusammenhang, in den nur die Zellzahl und die Generationszeit der Klassen i und
i− 1 eingehen. Beginnend fu¨r i = 0 mit der Tochterklasse P0 sind die Generationszeiten
der Mutterzellklassen so sukzessive berechenbar.
Die Klasse der a¨ltesten Zellen stellt jedoch einen Spezialfall dar. Im Populationsmodell
gilt abweichend der Zusammenhang
nPg,0 = nP (g−1),0
e−DaT,P (g−1)
1− e−DaT,Pg
und damit folgt fu¨r die Zellzahl Fg der Zusammenhang
FPg(t) = e
−DaT,P (g−1)FP (g−1)
1
1− e−DaT,P (g−1) ,
in dem die gesuchte Generationszeit der a¨ltesten Klasse gar nicht enthalten ist. Die Ge-
nerationszeit dieser Klasse ist also auf diese Weise nicht berechenbar, da die La¨nge des
Zellzyklus keinen Einﬂuß auf die Anzahl der Zellen dieser Klasse hat. Alle Zellen verblei-
ben nach der Teilung in der letzten Klasse.
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Sind jedoch alle Generationszeiten mit Ausnahme dieser einen bekannt, so gelingt es mit
der in Abschnitt 3.2 angegebenen normierten Zellbilanz auch diese Generationszeit zu be-
stimmen. Die dort angegebene Bilanzgleichung entsteht, wenn man im Populationsmodell
in der Gleichung
nP0,0 =
g∑
i=1
nPi,0 e
−DaT,Pi
die Zelldichten nPi,0 jeweils durch die in Gleichung (4.2) angegebene Beziehung ersetzt.
Es ist jedoch auch mo¨glich, mit Hilfe der relativen Zellzahlen FPi eine entsprechende
Beziehung fu¨r die fehlende Generationszeit anzugeben. Geht man dazu von vorstehender
Gleichung in der auf nP0,0 normierten Form
1 =
g∑
i=1
nPi,0
nP0,0
e−DaT,Pi
aus, dann ist die Dichte durch den Anteil FPi der Zellen an der Population entsprechend
ersetzbar. Dies fu¨hrt auf die Gleichung
1 =
g∑
i=1
FPi
e−DaT,Pi
1− e−DaT,Pi =
g−1∑
i=1
FPi
e−DaT,Pi
1− e−DaT,Pi + FPg
e−DaT,Pg
1− e−DaT,Pg
und umgeformt auf
FPg
1
eDaT,Pg − 1 = 1−
g−1∑
i=1
FPi
e−DaT,Pi
1− e−DaT,Pi
sowie nach Auﬂo¨sung auf die gesuchte Generationszeit
aT,Pg =
1
D
ln

1 + 1−∑g−1i=0 FPi
1−∑g−1i=1 FPi e−DaT,Pi1− e−DaT,Pi

 . (4.30)
Die oben angegeben Gleichungen erlauben es, sukzessive die Generationszeiten der Mut-
terklassen der synchronen Kultur zu bestimmen. Die Zahl der beru¨cksichtigten Klassen
ist dabei beginnend mit den Klassen P0 und P1 solange zu erho¨hen, bis alle Generati-
onszeiten aT,P i mit i > 0 ganzzahlige Vielfache der Periodenla¨nge darstellen. Sollte die
Generationszeit aT,P0 der Tochterzellen kein ganzzahliges Vielfaches der Periodenla¨nge
sein, so muß auch die Tochterzellklasse ebenfalls aufgeteilt werden.
Fu¨r die Tochterzellklassen Dj mit 0 ≤ j ≤ g gilt hierbei in a¨hnlicher Weise fu¨r die
Anfangsdichte einer Klasse nach Gleichung (4.3) der Zusammenhang
nDj,0 = nPj,0 e
−DaT,Pj .
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Bild 4.1: Morphologische Parameter einer synchronen Kultur mit D = 0.05h−1 fu¨r Mutter-
und Tochterzellklasse (Beuse, 1998). Zum Vergleich sind der Gesamtsprossungsindex sowie CO2-
Konzentration im Abgas und die Gelo¨st-Sauerstoﬀkonzentration angegeben
Beru¨cksichtigt man die relativen Zellzahlen Fi nach Gleichung (4.25), so folgt die Bezie-
hung
FDj
1− e−DaT,Dj =
FPj
1− e−DaT,Pj e
−DaT,Pj
und nach Umformung entsteht fu¨r die Anteile der Tochterklassen
FDj = FPj
1− e−DaT,Dj
eDaT,Pj − 1 . (4.31)
Da die Tochterzellanteile in der Regel nicht bekannt sind, ist es auch nicht sinnvoll, hier
die nach den Generationszeiten aT,Dj aufgelo¨ste Form der Gleichung anzugeben. Die Ge-
nerationszeiten der Tochterzellklassen sind vielmehr so zu wa¨hlen, daß der Anteil der
Tochterzellen dem gemessenen Verha¨ltnis in der Kultur entspricht.
Beispiel: Das in Bild 4.1 dargestellte Experiment dient dazu, die Vorgehensweise zur
Bestimmung der Generationszeiten und der Anzahl der relevanten Klassen der synchro-
nen Kultur zu erla¨utern. Bei einer Verdu¨nnungsrate von D = 0.05 h−1 wurde eine Pe-
riodenla¨nge von TP = 11.2 h ermittelt. Bild 4.1 zeigt die gemessenen morphologischen
Parameter einer synchronen Kultur. Hierbei ﬁnden die Anteile von Mutter- bzw. Toch-
terzellen und die Anteile der sprossenden Zellen beider Klassen Beachtung.
4.3 Berechnung der Generationszeiten 145
Es ist zu erkennen, daß die Sprossung weitgehend auf einen kurzen Bereich von wenigen
Stunden beschra¨nkt ist. Die u¨brige Zeit ist der Sprossungsindex sehr gering. Im Gegensatz
dazu sind u¨ber den gesamten dargestellten Bereich dennoch Schwankungen des Mutter-
bzw. Tochterzellanteils festzustellen. Diese beruhen vermutlich auf einer fehlerhaften Klas-
senzuordnung einzelner Zellen. Daher werden im folgenden die zeitlichen Mittelwerte des
Mutter- bzw. Tochterzellanteils zugrunde gelegt. Sie weisen wie in Bild 4.1 ersichtlich die
Werte
FP0 = 0.5574 und FP1 = 0.4426
auf.
Zuna¨chst sei angenommen, daß lediglich zwischen Mutter- und Tochterzellen unterschie-
den wird. In diesem Fall mit g = 1 nehmen die Bestimmungsgleichungen fu¨r die Genera-
tionszeit die vereinfachte Form
aT,P0 = − 1
D
ln(1− FP0) (4.32a)
und
aT,P1 = − 1
D
ln(FP0) (4.32b)
an. Die berechnete Generationszeit der Mutterzellen aT,P1 = 11.7 h zeigt eine gute U¨ber-
einstimmung mit der beobachteten Periodenla¨nge TP von 11.2 h. Oﬀensichtlich ist es nicht
notwendig, weitere Mutterklassen zu unterscheiden. Alle Mutterzellen weisen hierbei die
Moduszahl I1 = 1 auf. Hingegen liefert die Berechnung der Generationszeit der Tochter-
zellen den Wert aT,P0 = 16.3 h. Diese Generationszeit unterscheidet sich deutlich sowohl
von der Periodenla¨nge als auch von einem mo¨glichen Vielfachen der Periodenla¨nge. Die
Generationszeit liegt vielmehr im Intervall [TP , 2 TP ]. Unterteilt man hingegen die Toch-
terzellen in zwei Klassen D0 und D1 mit den Moduszahlen J0 = 2 und J1 = 1, dann
weisen wegen
FD0 = FP0
1− e−DaT,D0
eDaT,P0 − 1 (4.33a)
und
FD1 = FP1
1− e−DaT,D1
eDaT,P1 − 1 (4.33b)
die Anteile der Tochterzellen die Werte FD0 = 0.305 und FD1 = 0.247 auf. Die Summe der
Teilpopulation FD0 + FD1 = 0.552 stimmt mit dem gemessenen Anteil aller Tochterzellen
FP0 = 0.56 gut u¨berein. Das Ergebnis besta¨tigt daher den angenommenen Wachstums-
modus 112 des Drei-Klassen-Modell. In diesem Fall ist es erforderlich, die Population in
eine Mutterzellklasse und zwei Tochterzellklassen aufzuteilen.
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Die morphologischen Merkmale, wie z.B. der Sprossungsindex oder die Verteilung des ge-
netischen Materials auf Mutter- und Tochterzellen, sind geeignet, die Zellen einer Kultur
den Phasen des Zellzyklus zuzuordnen. Hierbei liegt in jeder Zyklusphase nur ein Wert
fu¨r die mittlere Zelldichte in diesem Abschnitt vor. Die Gesamtheit der morphologischen
Merkmale liefert also stets nur eine ungenaue Approximation der tatsa¨chlichen Zellver-
teilung. Ermittelt man diese Merkmale jedoch nicht nur zu einem Zeitpunkt, sondern im
Verlauf einer ganzen Periode der synchronen Kultur, entha¨lt die Zeitreihe weitere Infor-
mationen u¨ber die Verteilung der Zellen im Zyklus. Diese werden im folgenden verwendet,
um zu einer besseren Approximation der Zellverteilung zu gelangen.
Hierzu sei der Sprossungsindex betrachtet, der den Zyklus in zwei Phasen, na¨mlich die
Einzel- und die Doppelzellphase, einteilt. Eine zeitliche A¨nderung des Sprossungindex
bedeutet, in dem betrachteten Zeitraum geht ein Teil der Zellen von der einen Phase in
die andere u¨ber. Zusa¨tzlich ist die Gesamtzahl der sich in einer Periode der synchronen
Kultur teilenden Zellen bekannt. Bei einer periodischen Lo¨sung gleicht das Wachstum
stets die Anzahl der ausgewaschenen Zellen aus.
Die folgenden Abschnitte enthalten zwei Ansa¨tze zur Approximation der Zellverteilung.
In beiden Ansa¨tzen wird der Versuch unternommen, die Zellverteilung durch eine geeignet
gewa¨hlte Ansatzfunktion abzuscha¨tzen. Hierzu sind deren freie Parameter zu bestimmen.
Zum einen handelt es sich um die Charakterisierung der Zellverteilung durch eine Fou-
rierreihe und zum anderen um die Approximation durch eine abschnittsweise konstante
Funktion.
4.4.1 Fourierzerlegung
Zuna¨chst sei die Zerlegung der Zellverteilung in eine Fourierreihe betrachtet. Mit Hilfe
der Fourierreihe gelingt es, die Verteilungsfunktion der Zellen im Zellzyklus mit beliebiger
Genauigkeit zu approximieren. Mit steigender Anzahl der Glieder der Fourierreihe steigt
die Gu¨te der Approximation. Zur Berechnung der Zahl der sprossenden Zellen ist die
Lo¨sung des Integrals
NB(t) =
∫ aT
aT−TB
n(t, a)da
notwendig. Die fu¨r die Berechnung der Verteilungsfunktion notwendige Diﬀerentiation
macht es nahezu unmo¨glich, aus unsicheren Meßwerten die Koeﬃzienten fu¨r die Glie-
der ho¨herer Ordnung der Fourierreihe zu bestimmen. Dies ist jedoch fu¨r die erwarteten
synchronen Zellverteilungen notwendig. Je mehr die Kultur einer vollsta¨ndig synchronen
Kultur gleicht, desto weniger ist es mo¨glich, die Zellverteilung bezu¨glich des Zyklus durch
die Grundwelle zu beschreiben.
Des weiteren erweist es sich als nachteilig, daß die Ansatzfunktion nicht die notwendigen
Randbedingungen fu¨r eine Verteilungsfunktion erfu¨llt, da diese beispielsweise keine nega-
tiven Werte aufweisen kann. Dies ist bei der U¨berlagerung der Glieder der Fourierreihe
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jedoch nicht auszuschließen. Das Verfahren ist aus den genannten Gru¨nden fu¨r praktische
Anwendungen nicht geeignet.
4.4.2 Rechteckfo¨rmige Verteilung
Zur Approximation der einem Experiment zugrunde liegenden Verteilungsfunktion wird
im folgenden eine rechteckfo¨rmige Zellverteilung im Zyklus angenommen. In praktischen
Fa¨llen ist nicht mit derartigen Verteilungen zu rechnen. Daher stellt diese Annahme eine
Einschra¨nkung der mo¨glichen Verteilungsformen dar. Dennoch zeigt die folgende Parame-
trierung eines Ein-Klassen-Modells, daß die Verteilung einer synchronen Kultur bereits
recht gut durch eine rechteckfo¨rmige Verteilung beschrieben werden kann.
Da das Modell aus nur einer Zellklasse besteht, ist keine Unterscheidung des genealogi-
schen Alters mo¨glich. Im Verlauf des Zyklus gehen die Zellen mit der Ausbildung der
Tochterzelle von der Einzelzellphase in die Doppelzellphase u¨ber. Dabei enthalten die
Einzelzellphase NS(t) und die Doppelzellphase NB(t) Zellen. Die Summe beider Phasen
ergibt die Gesamtzellzahl N(t) = NS(t) + NB(t) der Population. Die Einzelzellen NS(t)
gehen mit der Sprossungsrate R(t) in die Sprossungsphase u¨ber. Die Teilungsrate Q(t)
verringert dagegen die Zahl der sprossenden Zellen NB(t). Aus jeder sprossenden Zelle ent-
stehen dabei zwei Einzelzellen. Die Zellzahl der beiden Phasen ist durch die Gleichungen
dNB
dt
= R(t)−Q(t)−DNB(t) (4.34a)
und
dNS
dt
= −R(t) + 2Q(t)−DNS(t) (4.34b)
gegeben. Fu¨r die Gesamtzellzahl gilt
dN
dt
= Q(t)−DN(t). (4.34c)
Sie erho¨ht sich lediglich bei der Teilung einer Zelle.
Da die absoluten Gro¨ßen in der Regel nicht meßbar sind, kommen auch hier die auf die
Gesamtzahl bezogenen Gro¨ßen
FB(t) =
NB(t)
N(t)
und FS(t) =
NS(t)
N(t)
zur Anwendung. Die Diﬀerentiation von FB(t) nach der Zeit liefert
dFB
dt
=
dNB
dt
N(t)−NB(t)dNdt
N(t)2
,
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was schließlich durch Einsetzen der obigen Gleichungen und mit den Abku¨rzungen r(t) =
R(t)/N(t) und q(t) = Q(t)/N(t) auf die Diﬀerentialgleichung fu¨r den Anteil der sprossen-
den Zellen
dFB
dt
= r(t)− q(t) (1 + FB(t)) (4.35)
fu¨hrt. Die Gleichung ist unabha¨ngig von der Verdu¨nnungsrate D. Den Anteil der Einzel-
zellen FS(t) = 1− FB(t) erha¨lt man stets aus dem Anteil der sprossenden Zellen.
Zur Approximation der tatsa¨chlichen Zellverteilung im Zyklus wird, wie bereits erwa¨hnt,
von einer rechteckfo¨rmigen Verteilung ausgegangen. Durch Vergleich mit den experimen-
tellen Daten sind die Breite der Verteilung, die Phase sowie die La¨nge der Sprossungsphase
zu ermitteln. Eine rechteckfo¨rmige Zellverteilung hat zur Folge, daß sowohl die Sprossungs-
rate R(t) als auch die Teilungsrate Q(t) abschnittsweise konstant sind. Die Breite dieses
Abschnittes entspricht der gesuchten Breite der Zellverteilung. Zwischen der Sprossungs-
und der Teilungsrate besteht dabei der Zusammenhang
Q(t) = R(t− TB) e−DTB ,
wobei TB die La¨nge der Sprossungsphase bezeichnet. Das Integral u¨ber die Sprossungs-
rate Q(t) muß in der stationa¨ren Kultur dabei den Verlust der Zellen infolge des Aus-
waschprozesses im Reaktor ausgleichen. Die Integration u¨ber eine vollsta¨ndige Periode
der synchronen Kultur der A¨nderung der Zellzahl dN/dt liefert also stets Null. Selbiges
gilt, wenn man Gleichung (4.34c) auf die Zellzahl normiert. Es gilt daher die Beziehung∫ TP
0
Q(t)
N(t)
dt−
∫ TP
0
Ddt = 0,
die umgeformt und mit der oben eingefu¨hrten Abku¨rzung q(t) = Q(t)/N(t) auf die Glei-
chung
1
TP
∫ TP
0
q(t)dt = D (4.36)
fu¨hrt, was zur Bestimmung der maximalen Teilungsrate verwendet werden kann.
In Bild 4.2 ist die Anpassung des Modells fu¨r die bereits in Bild 4.1 gezeigten periodisier-
ten Daten dargestellt. Die Verdu¨nnungsrate der synchronen stationa¨ren Kultur wa¨hrend
der gezeigten Perioden der La¨nge TP = 11.2 h betrug D = 0.05 h
−1. Es ist zu erken-
nen, daß neben der weitgehend synchron stattﬁndenden Sprossung (152.7-154.3h) der
Sprossungsindex nicht vollsta¨ndig auf Null absinkt. Um dies zu beru¨cksichtigen, wurde
daher die Verteilung durch eine U¨berlagerung eines asynchronen und eines synchronen
Anteils zusammengesetzt. Wie sich zeigt, geho¨ren etwa 80% aller Zellen der synchronen
Population an. Die Sprossung der synchronen Teilpopulation wird gut durch eine Vertei-
lung mit einer Breite von 14% wiedergegeben. Als La¨nge der Sprossungsphase ergab sich
TB = 2.5 h. Der Sprossungsindex der asynchronen Kultur hingegen liegt im Experiment
unterhalb der gemessenen Werte. Dies la¨ßt sich dahingehend interpretieren, daß die Zellen
der asynchronen Kultur eine la¨ngere Sprossungsphase aufweisen. Der Verlauf der Zellzahl
wird gut durch die angenommene Verteilung wiedergegeben.
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Bild 4.2: Parametrierung einer abschnittsweise konstanten Verteilungsfunktion fu¨r die in Bild 4.1
gezeigten Daten bei einer Verdu¨nnungsrate von D = 0.05h−1. Fu¨r die Betrachtung liegen die Daten
in einer periodisierten Form vor. Die Fehlerbalken kennzeichnen die Genauigkeit der Meßwerte fu¨r
die Zellzahl
In einem weiteren Experiment, deren Meßwerte Bild 4.3 zeigt, liegt, im Vergleich mit
dem obigen Experiment, eine ho¨here Verdu¨nnungsrate von D = 0.1 h−1 vor. Dies fu¨hrt zu
einer verku¨rzten Periodenla¨nge von TP = 5 h. Die Modellrechnung basiert ebenfalls auf
einer rechteckfo¨rmigen Zellverteilung. Da die La¨nge der Sprossungsphase als weitgehend
unabha¨ngig von den Umgebungsbedingungen beschrieben wird (Thompson und Wheals,
1980), ru¨cken die Sprossungsphase und die Teilungsphase na¨her zusammen und weisen
eine U¨berlappung auf; daher sinkt der Sprossungsindex nicht auf Null ab. Bei einer Ver-
teilung mit einer Breite von 58% und einer Dauer der Sprossungsphase von TB = 2.9 h
liefert die Modellrechnung eine gute U¨bereinstimmung mit dem gemessenen Verlauf des
Sprossungsindex.
Die Meßwerte der Zellzahl zeigen in diesem Experiment, anders als in dem obigen, kei-
nen ausgepra¨gten Verlauf. Dies ist, wie die Modellrechnung zeigt, verursacht durch den
gro¨ßeren Anteil der Sprossungsphase an einer Periode. Beru¨cksichtigt man zusa¨tzlich die
in Bild 4.2 angetragene, nicht unerhebliche Meßunsicherheit bei der Bestimmung der Zell-
zahl, so wird deutlich, daß hier nur die mittlere Zellzahl Verwendung ﬁnden kann. Die
berechneten Verla¨ufe liegen im Bereich der gemessenen. Bei diesem Experiment war es
nicht notwendig, die Zellverteilung aus einem synchronen und einem asynchronen Teil zu
bilden. Durch die angenommene rechteckfo¨rmige synchronen Verteilung ist bereits eine
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Bild 4.3: Parametrierung einer abschnittsweise konstanten Verteilungsfunktion fu¨r die Meßergebnisse
eines Experimentes mit einer Verdu¨nnungsrate von D = 0.1h−1
gute U¨bereinstimmung zwischen der Modellrechnung und den experimentellen Daten zu
erzielen.
Das vorgestellte Verfahren ist gut fu¨r die Interpretation der gemessenen morphologischen
Parameter geeignet. Die rechteckfo¨rmige Zellverteilung macht zudem einen Vergleich von
Daten mo¨glich, die aus Experimenten mit abweichenden Prozeßparametern stammen. Die
gezeigte Methode ist dabei nicht auf das Ein-Klassen-Modell beschra¨nkt. Sind morpholo-
gische Daten mehrerer genealogischer Klassen vorhanden, kann die Zellverteilung dieser
Klassen ebenfalls bestimmt werden. Voraussetzung ist jedoch ein signiﬁkanter Verlauf der
Meßdaten. Die Meßfehler du¨rfen hierbei nicht in der Gro¨ßenordnung der Dynamik des
Signals liegen. Das abschließende Kapitel ist der dynamischen Simulation des Zellzyklus
gewidmet. Die berechnete Zellverteilung ko¨nnte hier als Anfangsverteilung der synchronen
Kultur dienen.
Kapitel 5
Simulationen
Mit Hilfe eines implementierten dynamischen Modells, das den Zellzyklus und eine genea-
logische Populationsstruktur beru¨cksichtigt, gelingt es, sowohl synchrone als auch asyn-
chrone Verteilungen der Zellen bezu¨glich des Zellzyklus zu berechnen. Hierbei ﬁndet die
in Abschnitt 3.1 vorgestellte und validierte Finite-Volumen-Methode zur Lo¨sung der par-
tiellen Diﬀerentialgleichungen Anwendung. Die Modellgleichungen des Stoﬀwechsel- und
Reaktormodells sind im einzelnen im Anhang zusammengefaßt. Damit wird die Analyse
der Eigenschaften der periodischen Lo¨sung der synchronen Kultur und transienter Phasen
mo¨glich.
Zuna¨chst ist in Abschnitt 5.1 ein synchrones Batch-Experiment vorgestellt. Die Synchro-
nita¨t wird bei diesen Versuchen zu Beginn des Experimentes ku¨nstlich hergestellt und
nimmt im Verlauf des Versuches ab. Die im Modell enthaltenen genealogischen Klassen
ermo¨glichen es, die Simulationsergebnisse und die experimentellen Daten zu vergleichen.
Anschließend ﬁndet in Abschnitt 5.2 ein Vergleich des Verhaltens fu¨r asynchrone kontinu-
ierliche Kulturen zwischen einem komplexen Modell mit Zellzyklus und einem einfachen
Modell, das auf der Annahme einer homogenen Zellverteilung basiert, statt. Abschnitt 5.3
stellt die Mechanismen vor, die zu einer Synchronisation der Zellen im Zellzyklus fu¨hren.
Schließlich werden in Abschnitt 5.4 die Eigenschaften der in Abschnitt 3.2 vorgestellten
Lo¨sung der Populationsbilanz fu¨r die periodische Lo¨sung der synchronen Kultur disku-
tiert. Wie die Betrachtungen zeigen, ist hierbei der durch das ganzzahlige Verha¨ltnis der
Generationszeiten deﬁnierte Wachstumsmodus von zentraler Bedeutung. Dieser dru¨ckt
sich insbesondere in der jeweiligen Periodenla¨nge der synchronen Kultur aus. Daher wird
die U¨bereinstimmung der experimentell ermittelten mit den durch die Modelle vorherge-
sagten Periodenla¨ngen gepru¨ft.
5.1 Synchrone Batch-Experimente
Tochterzellen unterscheiden sich von Mutterzellen unter anderem durch die fehlenden
Sprossungsnarben und ihre geringere Gro¨ße. Letztere Eigenschaft dient dazu, Tochterzel-
len von Mutterzellen in einer Lo¨sung durch Zentrifugieren zu trennen. Betrachtet man
151
152 5.1 Synchrone Batch-Experimente
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,0
0,5
1,0
1,5
2,0
 
DoppelzellphaseEinzelzellphase
Ze
lld
ic
ht
e
Zellzyklus p
Bild 5.1: Zellverteilung der Tochterzellen fu¨r t = 60min zu Beginn der Simulationsrechnung. Der
Zellzyklus wird beschrieben durch die Variable p ∈ [0, 1]. Das Intervall [0, 0.4] kennzeichnet die Ein-
zelzellphase, das Intervall [0.4, 1] die Doppelzellphase
anschließend nur einen Teil dieser Zellen, beispielsweise die Tochterzellen, so entsteht ei-
ne bezu¨glich des Zellzyklus synchronisierte Kultur, die es erlaubt, die Eigenschaften der
Zellen einer genealogischen Klasse zu untersuchen. Mit jeder Teilung der Zellen entstehen
allerdings neben der urspru¨nglichen weitere Zellklassen und nach wenigen Zellzyklen stellt
sich wiederum eine weitgehend asynchrone Verteilung ein. Woldringh et al. (1993) fu¨hren
ein derartiges Experiment durch und geben den Sprossungsindex der Tochterklasse P0
und der drei Mutterklassen P1 bis P3 wa¨hrend der ersten 500min nach der Synchroni-
sation an.
Dieses synchronisierte Batch-Experiment kann mit Hilfe des Mehr-Klassen-Modells nach-
vollzogen werden. Um die transienten Prozesse nach dem Zentrifugieren nicht beru¨cksich-
tigen zu mu¨ssen, beginnt die Simulation t = 60min nach der Synchronisation. Zu diesem
Zeitpunkt weise die Verteilung der Tochterzellen die in Bild 5.1 dargestellte Form auf.
Tabelle 5.1: Modellparameter der in Bild 5.2 gezeigten Simulation
Parameter
Numerisches Verfahren FV phys. Zyklusvariable —
Stu¨tzstellen 50 Zyklusgeschw. q 1/aT,i = const.
Diﬀusion σ 0 h−1 Randbedingung s. Kap. 2.3
Phasen 1 Anfangsverteilung s. Bild 5.1
gen. Alter g 4 Verdu¨nnungsrate D 0 h−1
Tochterklassen 1
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Bild 5.2: Sprossungsindex und Zellzahl der genealogischen Klassen P0-P3. Zu Beginn des Expe-
rimentes sind nur Tochterzellen mit g = 0 im Reaktor. Die Symbole kennzeichnen experimentelle
Daten (Woldringh et al., 1993) und die durchgezogenen Linien die Simulation
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Der durch die normierte Variable p dargestellte Zellzyklus beginnt bei p = 0 und endet
mit p = 1. Die Sprossung der Zellen erfolgt bei p = 0.4. Im Verlauf des Experimen-
tes entstehende a¨ltere Zellen beno¨tigen eine ku¨rzere Zeit, bis sie in die Doppelzellphase
eintreten. Deren Sprossung beginnt bereits bei p = 0.2. Die Generationszeit der Tochter-
zellen betra¨gt 146min und die der Mutterzellen 98min. A¨ltere Zellen beno¨tigen nur noch
85min fu¨r einen Zellzyklus. Fu¨r diese in allen Klassen jeweils als maximal angenommene
Wachstumsrate ist es nicht notwendig, die Substrataufnahmekinetiken zu betrachten, da
stets von einem nicht limitierten Wachstum ausgegangen wird. Die Daten der Generati-
onszeiten sind den Angaben von Woldringh et al. (1993) entnommen (siehe Bild 2.17).
Die mit dem Alter abnehmende Generationszeit ist durch das abnehmende Verha¨ltnis
zwischen der Gro¨ße der Zelle zum Ende und Anfang des Zellzyklus bedingt. Tabelle 5.1
faßt die Parameter des zur Simulation verwendeten Modells noch einmal zusammen. Die
Ergebnisse der Simulation zeigt Bild 5.2. Dargestellt ist der Sprossungsindex fu¨r die vier
ju¨ngsten Klassen im Modell und im Experiment. Der Verlauf des Sprossungsindex der
Tochterzellen P0 weist dabei eine gute U¨bereinstimmung auf. Dies gilt ebenfalls fu¨r den
ersten ansteigenden Teil des Sprossungsindex der a¨lteren Zellklassen (P1-P3). Der be-
rechnete Sprossungsindex bleibt nach einsetzender Teilung der Zellen in der betrachteten
Klasse bei 100%, da die Zellen nach der Teilung der na¨chst ho¨heren Mutterklasse an-
geho¨ren. Das heißt, die Zellzahl verringert sich zwar, aber es entstehen keine neuen Zellen
in der Einzelzellphase, die zu einer Verringerung des Sprossungsindex fu¨hren wu¨rden. Der
Sprossungsindex der Mutterzellklassen P1 nimmt daher erst nach dem zweiten Zellzyklus
der Tochterzellen P0 ab. Dies ist bei t ≈ 260min der Fall.
Die Ursache fu¨r die Abweichung des Sprossungsindex der Mutterklasse P1 in Modell und
Experiment im Bereich 180 h < t < 260 h ko¨nnten Meßfehler sein. Hierzu seien die fol-
genden U¨berlegungen angestellt. Die Unterscheidung der Zellen basiert auf angefa¨rbten
Sprossungsnarben. Eine Zelle, die eine Zeit nach der erfolgten Trennung noch keine weite-
re Narbe aufweist, wu¨rde fa¨lschlicherweise zuna¨chst noch zur selben Klasse und erst, wenn
die neue Sprossungsnarbe sichtbar ist, zur na¨chst a¨lteren Klasse geza¨hlt. Diese Vorstellung
wird besta¨rkt durch die in Bild 5.2 vorgenommene Abscha¨tzung eines minimalen Spros-
sungsindex der Klasse P1 im genannten Bereich. Hierbei liegt die folgende Betrachtung
zugrunde: Bei t = 180min durchla¨uft der Sprossungindex der Tochterzellen ein Minimum
mit nur 15% sprossenden Zellen. Alle spa¨ter in die Doppelzellphase eintretenden Zellen
beno¨tigen entsprechend der Wachstumsgeschwindigkeit in der Tochterklasse mindestens
90min bis sie den Zeitpunkt der Teilung erreichen und hierdurch Zellen der Klassen P0
und P1 entstehen. Der Sprossungsindex der Klasse P1 kann also nur durch die Teilung der
15% zum Zeitpunkt t = 180 h bereits in der Doppelzellphase beﬁndlichen Zellen absinken.
Der so abgescha¨tzte minimale Verlauf des Sprossungsindex im betrachteten Bereich liegt
deutlich u¨ber dem der Meßwerte. Es ist also durch die Messungen nicht zu belegen, welche
Zellen das schnelle Absinken des Sprossungsindex verursachen.
5.2 Asynchrone Kultur
Das asynchrone Wachstum einer Hefekultur in kontinuierlicher Betriebsweise ist durch
stationa¨re Zusta¨nde gekennzeichnet. Diese werden durch die in Bild 5.3 u¨ber der Verdu¨n-
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nungsrate aufgetragenen Konzentrationen der Biomasse, der Substrate und der Produkte
charakterisiert. Im Bereich kleiner Verdu¨nnungsraten ist ein rein oxidatives Wachstum mit
maximaler Biomasseausbeute zu beobachten. Die Konzentration der Biomasse im Reaktor
ist in dieser Phase weitgehend konstant. Fu¨r gro¨ßere Verdu¨nnungsraten ab D ≈ 0.27 h−1
u¨berschreitet die notwendige die vorhandene Respirationskapazita¨t und es kommt zum
respiro-fementativen Wachstum. Infolgedessen entsteht eine zunehmende Menge Ethanol
im Reaktor. Gleichzeitig nimmt die Biomassekonzentration ab, da nicht mehr der gesam-
te Substratstrom zur Synthese der Biomasse zur Verfu¨gung steht. Diese Verhalten la¨ßt
sich durch ein einfaches kinetisches Modell mit konzentrierten Parametern beschreiben
(Bellgardt, 1984; Sonnleitner und Ka¨ppeli, 1986). Der Zustand der Kultur ist hier im we-
sentlichen durch Konzentrationen der Biomasse sowie der Substrate und Produkte in der
Na¨hrlo¨sung gekennzeichnet. Die verwendeten Modellgleichungen ﬁnden sich im Anhang
A.1.
Das Wachstumsmodell mit integriertem Zellzyklusmodell zeigt, wenn man die gleichen
Parameter zugrunde legt und eine asynchrone Verteilung der Zellen vorsieht, fu¨r hohe
Wachstumsraten ein mit dem einfachen kinetischen Modell identisches Wachstumsver-
halten. Fu¨r kleinere Wachstumsraten ist eine geringfu¨gig ho¨here Biomasse zu verzeich-
nen. Die ebenfalls im Zyklusmodell beru¨cksichtigten zellinternen Speicherstoﬀe bleiben
bei dieser Berechnung unberu¨cksichtigt; die Modellparameter sind im einzelnen Tabelle
5.2 zu entnehmen. Fu¨hrt man zusa¨tzlich den zur Erkla¨rung der Synchronisation notwen-
digen Speicherstoﬀhaushalt hinzu, so sinkt die erzielte Biomassekonzentration wa¨hrend
des oxidativen Wachstums ab. Ein Teil der Substrate liegt nun in Form von internen
Speicherstoﬀen (Trehalose) in den Zellen vor. Im Modell steigt die Menge der eingela-
gerten Speicherstoﬀe mit abnehmender Verdu¨nnungsrate. Fu¨r kleine Verdu¨nnungsraten
zeigt das Zellzyklusmodell stets eine starke Synchronisationsneigung. In diesem Bereich
mit 0.05 h−1 < D < 0.1 h−1 ist daher die mittlere Konzentrationen im Bild dargestellt.
Thompson und Wheals (1980) geben die Generationszeiten der Mutter- und Tochterzellen
fu¨r die asynchrone kontinuierliche Kultur an (Bild 5.4 mitte). Im Bereich hoher Wachs-
tumsraten sind die Generationszeiten von Mutter- und Tochterzellen nahezu identisch. Die
Sprossungsphase im Bild 5.4 (oben) nimmt einen Großteil des gesamten Zellzyklus ein. Bei
niedrigen Verdu¨nnungsraten laufen die Generationszeiten von Mutter- und Tochterzellen
Tabelle 5.2: Modellparameter der in Bild 5.3 gezeigten Simulation
Parameter
Numerisches Verfahren FV phys. Zyklusvariable s. Kap. 2.4.4.2
Stu¨tzstellen 40 Zyklusgeschw. q dp/dt
Diﬀusion σ 0.001 h−1 Randbedingung s. Kap. 2.3
Phasen 3 Anfangsverteilung cosinusfo¨rmig
gen. Alter g 0 Stoﬀwechselmodell s. Kap. A.1
Tochterklassen 1 Reaktormodell s. Kap. A.2
Verdu¨nnungsrate D 0.05 – 0.4 h−1
Substrat cG0, cG,R 20, 30 g l
−1
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Bild 5.3: Simulation des stationa¨ren Zustands der kontinuierlichen asynchronen Kultur mit 30 g l−1
Glucose im Zulauf. Vergleich von Wachstumsmodellen mit konzentrierten Parametern und eingebet-
tetem Zellzyklusmodell
auseinander. Die Generationszeit der Tochterzellen wird zunehmend la¨nger, wa¨hrend die
Generationszeit der Mutterzellen weniger als die mittlere Verdopplungszeit zunimmt. Die
La¨nge der Sprossungsphase steigt in diesem Bereich nur noch wenig an. Das heißt, die
Verla¨ngerung der Generationszeiten ist im wesentlichen auf eine la¨ngere Einzelzellphase
zuru¨ckzufu¨hren. Neben diesen experimentellen Daten entha¨lt Bild 5.4 die Generationszei-
ten (mitte) und die Tochterzellmasse zu Beginn des Zyklus (unten) fu¨r drei Modelle A-C.
Die Modelle verwenden die verschiedenen in Abschnitt 2.4.4.2 angegebenen Randbedin-
gungen, um die Dauer der Doppelzellphase zu deﬁnieren. Die Masse der Mutterzellen zu
Beginn des Zyklus ist dabei in allen Modellen als konstant angenommen.
Modell A in Bild 5.4 basiert unabha¨ngig von der Verdu¨nnungsrate auf einer konstan-
ten Sprossungszeit TB. In Stra¨ssle (1988) ﬁndet dieser Ansatz mit einer Sprossungsphase
von TB = 0.8 h Verwendung, der deutlich unter den von Thompson und Wheals (1980)
experimentell bestimmten Werten liegt. Mit abnehmender Verdu¨nnungsrate nimmt das
Volumen der sich teilende Zellen ab und in gleichem Maße sinkt die Masse der Tochter-
zellen zu Beginn des Zyklus von 10 ·10−12g auf 6 ·10−12g ab. Im betrachteten Intervall der
Verdu¨nnungsrate fa¨llt die Generationszeit der Mutterzellen bezu¨glich der Meßwerte zu
kurz und die Generationszeit der Tochterzellen zu lang aus. Die Tochterzellen beno¨tigen
oﬀensichtlich gegenu¨ber den Messungen eine la¨ngere Zeit, um das Gewicht der Mutter-
zellen zu erreichen.
Modell B verwendet fu¨r die sich teilenden Zellen eine konstante Masse. Damit sind so-
wohl Mutterzellanteil als auch der Tochterzellanteil bei der Teilung unabha¨ngig von der
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Bild 5.4: Vergleich der Eigenschaften der kontinuierlichen asynchronen Kultur in Simulation und
Experiment. Oben: La¨nge der Sprossungsphase. Mitte: Generationszeiten der Mutter- und Tochter-
zellen. Unten: Masse der Sproßzelle. Modell A: Konstante La¨nge der Sprossungsphase TB = 0.8h,
Modell B: Konstante Sprossungsgro¨ße m0,D = 12 ·10−12g, Modell C: Sprossungszeit jeweils von der
Wachstumsrate abha¨ngig (TB = f(µ)), siehe Abschnitt 2.4.4.2
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Verdu¨nnungsrate. Die resultierenden Generationszeiten schneiden den Verlauf der gemes-
senen Werte im Bereich der mittleren Verdu¨nnungsraten bei D ≈ 0.15 h−1 (Bild 5.4 mit-
te). Fu¨r kleinere Verdu¨nnungsraten fa¨llt die Generationszeit der Tochterzellen im Modell
geringer und fu¨r gro¨ßere ho¨her aus als die gemessenen Werte.
Um eine bessere U¨bereinstimmung der Generationszeiten mit den Meßwerten zu errei-
chen, ist in Modell C die Sprossungszeit abha¨ngig von der Wachstumsrate. Dies fu¨hrt
insbesondere fu¨r die Generationszeit der Tochterzellen zu einer besseren Anpassung. Im
Vergleich zu Modell B resultiert fu¨r große Verdu¨nnungsraten eine leicht ho¨here Masse
der Tochterzellen, wa¨hrend im Bereich der niedrigen Verdu¨nnungsraten die Masse der
Tochterzellen geringer ausfa¨llt.
Im Gegensatz zu dem hier untersuchten stationa¨ren Gleichgewicht ist die Wachstumsrate
wa¨hrend der synchronen Kultur nicht konstant. Um in diesem Fall eine sta¨ndige Variation
der Generationszeiten auszuschließen, wird in den folgenden Simulationen der kontinuier-
lichen Kultur stets das in Abschnitt 2.4.4.2 mit B bezeichnete Modell verwendet. Die
Masse einer Tochterzelle betra¨gt, falls nicht anders angegeben, m0,D = 12 ·10−12g.
5.3 Initiierung der synchronen Kultur
Wie die Untersuchungen zeigen, ist bereits das in Bild 2.21 C angegebene Phasenmodell
geeignet, die von Beuse (1998) beschriebenen Methoden zur Initiierung einer synchronen
Kultur nachzuvollziehen. Die Synchronisation erfolgt in der Regel durch den Start der
kontinuierlichen Kultur. Es ist jedoch auch mo¨glich, eine stationa¨re kontinuierliche Kul-
tur durch eine mehrstu¨ndige Unterbrechung der Substratzufuhr zu synchronisieren. Die
synchrone Kultur mu¨ndet dann nach wenigen Oszillationen in eine periodische Lo¨sung.
Bild 5.5 zeigt die Induktion einer synchronen Kultur sowohl fu¨r Experiment als auch
fu¨r Modellrechnung bei identischen Parametern. Die der Simulation zugrunde liegende
Modellstruktur ist in Tabelle 5.3 zusammengefaßt. Das Modell beru¨cksichtigt keine Lag-
Phasen, weshalb die Modellrechnung erst bei t = 2.5 h beginnt. Auch bleibt die Lag-Phase
zwischen dem Verbrauch der Glucose und des Ethanols außer Betracht. Es liegt jedoch
eine gute U¨bereinstimmung sowohl fu¨r die Gelo¨st-Sauerstoﬀ- als auch fu¨r die Kohlen-
dioxidkonzentration im Abgas vor. Kurz nach Verbrauch der verwertbaren Substrate,
erkennbar durch den Anstieg der Gelo¨st-Sauerstoﬀkonzentration bei t ≈ 16 h, wird die
kontinuierliche Substratzufuhr gestartet. Bereits mit der zweiten Oszillation kann man
von einer stationa¨ren Schwingung sprechen. Auch in diesem Fall stimmen Kurvenform
und Gro¨ßenordnung der beobachteten Gro¨ßen gut u¨berein. Die Periodenla¨nge der Oszil-
lation entspricht hier der Modus 12 zugeordneten Periodenla¨nge.
Das Rechenmodell bietet den Vorteil, u¨ber die im Experiment meßbaren Parameter, wie
sie in Bild 5.5 aufgetragen sind, hinaus auch interne Parameter bestimmen zu ko¨nnen.
Bild 5.6 zeigt hierzu bis t = 60 h einige Wachstumsparameter des in Bild 5.5 betrachte-
ten Experimentes. Anschließend wird die Verdu¨nnungsrate auf D = 0.1 h−1 erho¨ht. Die
Wachstumsrate liegt wa¨hrend einer Periode zumeist unterhalb der Verdu¨nnungsrate. Erst
mit der einsetzenden Sprossung steigt die Wachstumsrate stark an. Dieses Verhalten be-
ruht auf den in Einzel- und Doppelzellphase unterschiedlich angenommenen Wachstums-
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Bild 5.5: Initiierung der synchronen Kultur. Oben: Induktion einer synchronen kontinuierlichen Kul-
tur im Experiment (Beuse, 1998). Unten: Simulation einer kontinuierlichen Kultur mit identischen
Parametern: Glucosekonzentration im Zulauf 20 g l−1, Ru¨hrerdrehzahl 600min−1, Begasungsrate
2 l min−1, Temperatur 30◦C, pH-Wert 5
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Bild 5.6: Simulation der Wachstumsparameter unter Bedingung wie in Bild 5.5 mit einer zusa¨tzlichen
Erho¨hung der Verdu¨nnungsrate von D = 0.035h−1 auf D = 0.1h−1 zwischen 60 und 70h. Oben:
Sprossungsindex und Wachstumsrate in der Einzelzellphase. Unten: Einlagerungsrate des Speicher-
stoﬀes Trehalose rT als Funktion der Glucoseaufnahmerate rG einerseits und der Prozeßzeit anderer-
seits
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geschwindigkeiten. Hierbei ist das Wachstum in der Einzelzellphase geringer, wenn man
es mit der durch die Verdu¨nnungsrate vorgegebenen Wachstumsrate vergleicht, da ein Teil
des Substrates von den Zellen in Form von zellinternen Speicherstoﬀen angelegt wird. Mit
dem Beginn der Doppelzellphase mobilisieren die Zellen die eingelagerten Kohlenhydrate.
Durch die geringere Nachfrage steht den Zellen, die sich nicht in der Doppelzellphase be-
ﬁnden, eine gro¨ßere Menge an dem in der Lo¨sung vorhandenen Substrat zur Verfu¨gung.
Das Wachstum nimmt zu und ein Teil der Zellen ist so in der Lage, ebenfalls die Doppel-
zellphase zu erreichen. Somit erfolgt eine Synchronisation der Population. Begu¨nstigt wird
dies bei kleinen Verdu¨nnungsraten, da, wie in Bild 5.6 (unten) zu erkennen, der relative
Anteil der eingelagerten Kohlenstoﬀe im Verha¨ltnis zu dem verfu¨gbaren Kohlenstoﬀstrom
mit ho¨heren Wachstumsraten abnimmt. Kommt es also zu der kurzzeitigen Erho¨hung des
Glucoseangebotes, so steigt durch die verringerte Neigung Kohlenstoﬀe einzulagern die
Wachstumsgeschwindigkeit u¨berproportional an.
Die synchronisierende Wirkung ist auch auf die Produktion von Ethanol zu Beginn der
Doppelzellphase zuru¨ckzufu¨hren. Das aus der Mobilisierung der eingelagerten Speicher-
stoﬀe entstandene Ethanol verursacht einen Anstieg der Wachstumsrate der in der Einzel-
zellphase beﬁndlichen Zellen. Die in den Doppelzellen eingelagerten Speicherstoﬀe kom-
men nur bis zur maximalen respiratorischen Kapazita¨t den Zellen selbst zu Gute. U¨ber-
schu¨ssige Speicherstoﬀe werden in Form von Ethanol ausgeschieden und ko¨nnen so dazu
beitragen, das Wachstum der Zellen, die noch u¨ber genu¨gend respiratorische Kapazita¨t
verfu¨gen, zu beschleunigen. Die in Bild 5.6 (oben) aufgetragene Wachstumsrate zeigt,
daß mit dem Anstieg des Sprossungsindex, also dem Eintritt einer Teilpopulation in die
Doppelzellphase, eine erhebliche Steigerung der Wachstumsrate in der Einzelzellphase ver-
bunden ist. Diese beruht im wesentlichen auf dem zur Verfu¨gung stehenden Ethanol. Die
Steigerung der Wachstumsrate ermo¨glicht es weiteren, in der Einzelzellphase beﬁndlichen
Zellen ebenfalls in die Doppelzellphase einzutreten. Der Mechanismus bleibt auch nach
Erho¨hung der Wachstumsrate von D = 0.035 h−1 auf D = 0.1 h−1 erhalten. Diese Eﬀekte
fu¨hren zu einer Synchronisation des Wachstums der verschiedenen Zellklassen. Neben der
Synchronisation der Generationszeiten ist jedoch auch mit dem Verschmelzen einzelner
Teilpopulationen zu rechnen. Im Gegensatz hierzu basiert die analytische Beschreibung
der stationa¨ren synchronen Kultur auf der Annahme, daß die Teilpopulationen in ihrer
Tabelle 5.3: Modellparameter der in Bild 5.5 gezeigten Simulation
Parameter
Numerisches Verfahren FV phys. Zyklusvariable s. Kap. 2.4.4.2 Mod. B
Stu¨tzstellen 40 Masse m0,D 12 ·10−12g
Diﬀusion σ 0.001 h−1 Randbedingung s. Kap. 2.3
Phasen 3 Anfangsverteilung cosinusfo¨rmig
gen. Alter g 0 Stoﬀwechselmodell s. Kap. A.1
Tochterklassen 1 Reaktormodell s. Kap. A.2
Verdu¨nnungsrate D 0, 0.035 h−1
Substrat cG0, cG,R 20, 20 g l
−1
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Zusammensetzung erhalten bleiben — also unteilbare Einheiten darstellen. Im folgenden
ist diese Annahme daher zu pru¨fen.
Im zweiten Teil der Simulation nach t = 70 h liegt eine erho¨hte Verdu¨nnungsrate von
D = 0.1 h−1 vor. Bild 5.6 (unten) zeigt die von Stra¨ssle (1988) vorgeschlagene Kinetik
zur Einlagerung der Speicherstoﬀe in Abha¨ngigkeit der Substrataufnahme. Die zugrun-
de liegenden Beziehungen sind im Anhang A.1, Gleichung (A.3) aufgefu¨hrt. Abweichend
von den dort angegebenen Parametern werden hier rT,0 = 0.94 und rT,max = 0.2 g g
−1h−1
verwendet. Der fu¨r Wachstumsprozesse zur Verfu¨gung stehende Teil des aufgenommenen
Substrates ergibt sich aus der Diﬀerenz von aufgenommener Glucose und eingelagerten
Speicherstoﬀen (Trehalose). Fu¨r beide Verdu¨nnungsraten bleibt die Trehaloseaufnahme-
rate im Verlauf einer Periode im ansteigenden Ast der Kennlinie. U¨bersteigt der Glu-
cosestrom einen kritischen Wert, so wa¨chst die Trehaloseeinlagerungsrate nicht weiter
an. Durch das Verha¨ltnis zwischen Wachstumsrate und Akkumulation der Speicherstoﬀe
nimmt die synchronisierende Wirkung schnell ab. Entsprechend den experimentellen Be-
obachtungen ist oberhalb einer gewissen Verdu¨nnungsrate keine stabile Synchronisation
mehr mo¨glich, da den Speicherstoﬀen dann eine untergeordnete Rolle zukommt.
5.4 Moduswechsel
Die periodische Lo¨sung eines durch Gleichung (2.11) charakterisierten Zwei-Klassen-Mo-
dells diskutieren Bellgardt (1994a) und auch Hjortso und Nielsen (1995). Unter der gravie-
renden Annahme ganzzahliger Teilungsverha¨ltnisse zwischen den Generationszeiten po-
stuliert Bellgardt (1994a) einen proportionalen Zusammenhang zwischen der beobachteten
Periodenla¨nge und der Verdopplungszeit einer synchronen Kultur. Diese Abha¨ngigkeit ist
jedoch nicht auf das Zwei-Klassen-Modell beschra¨nkt, sondern auch, wie oben gezeigt, auf
das allgemeine Mehr-Klassen-Modell erweiterbar.
Der beschriebene Zusammenhang zwischen Periodenla¨nge und Verdu¨nnungsrate leitet sich
aus der Populationsbilanz fu¨r die periodische Lo¨sung ab. Die dynamischen Eigenschaf-
ten des Zellzyklusmodells, die die Generationszeit der einzelnen Klassen bestimmen, sind
hierbei nicht beru¨cksichtigt. Dabei kommen den Mechanismen, die zu einer A¨nderung der
Generationszeit, also des Sprossungszeitpunktes fu¨hren, besondere Bedeutung zu; sie be-
stimmen, ob eine theoretisch mo¨gliche periodische Lo¨sung eintritt. Entsprechendes gilt fu¨r
den jeweiligen Wachstumsmodus. Die Existenz einer periodischen Lo¨sung ist nicht ausrei-
chend, um diese in Experiment und Simulation beobachten zu ko¨nnen. Zusa¨tzlich ist zu
fordern, daß die gesuchte Lo¨sung einen stabilen Grenzzyklus darstellt und eine geeignete
Trajektorie existiert, die auf diese Lo¨sung fu¨hrt. Das heißt, es mu¨ssen Versuchsbedingun-
gen bekannt sein, die zu der periodischen Lo¨sung fu¨hren.
5.4.1 Modi des Zwei-Klassen-Modells
Zuna¨chst sei von einer Populationsstruktur mit nur zwei Zellklassen, na¨mlich der Mutter-
und Tochterzellklasse, ausgegangen. Die Tochterzellen durchlaufen im Gegensatz zu den
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Mutterzellen eine zusa¨tzliche Tochterzellphase (siehe Bild 2.21 C). Nach Erreichen der
Gro¨ße einer Mutterzelle sind beide Zellklassen nicht mehr zu unterscheiden. Zur Berech-
nung des Wachstumsverhaltens ist also nur eine Klasse mit den drei Phasen Tochter-,
Einzel- und Doppelzellphase notwendig. Nach der Teilung gehen die Tochterzellen in die
Tochterzellphase und die Mutterzellen in die Einzelzellphase u¨ber (Stra¨ssle, 1988). Die
gewa¨hlte Struktur ist die einfachste, die den Zellzyklus und eine genealogische Klassen-
aufteilung beinhaltet. Die im einzelnen verwendeten Modellteile sind in Tabelle 5.4 zusam-
mengefaßt. Bedingt durch die Unterscheidung von lediglich Mutter- und Tochterzellklasse
sind auch nur die Modi des Zwei-Klassen-Modells berechenbar. In der Simulation erwei-
sen sich hierbei die Modi als gu¨nstig, in denen die Periodenla¨nge der Generationszeit der
Mutterzellen entspricht.
Die in Bild 5.7 gezeigten Simulationsergebnisse basieren, bei ansonsten konstanten Prozeß-
parametern, auf einer Variation der maximalen Glucoseaufnahmerate rIG,max der Zellen in
der Tochterzellphase. Das hochgestellte I kennzeichnet hierbei die Tochterzellphase. Die
gea¨nderten kinetischen Parameter fu¨hren zu einer Verschiebung der aufgenommenen Sub-
stratmenge in Mutter- und Tochterzellen, das heißt die Wachstumsrate der Mutter- bzw.
Tochterzellen erho¨ht sich zugunsten der jeweils anderen Klassen. Die mittlere Wachstums-
rate bleibt hierbei konstant, da diese durch die eingestellte Verdu¨nnungsrate vorgegeben
ist. Entsprechend den aus der Populationsbilanz abgeleiteten Eigenschaften darf es bei ei-
ner konstanten Wachstumsrate in der synchronen Kultur jedoch nicht zu einer A¨nderung
der Generationszeiten der Zellklassen kommen, es sei denn, es ﬁndet ein Moduswechsel
statt. Die in Bild 5.7 gezeigte Simulationsrechnung weist beispielsweise bei einer auf 80%
verringerten Aufnahmerate keinen signiﬁkanten Einﬂuß auf die Periodenla¨nge auf. Nach
Abklingen der transienten Vorga¨nge stellt sich wieder die dem Modus 12 entsprechende
Periodenla¨nge ein. Dies la¨ßt sich ebenfalls an der hier nicht gezeigten Zellverteilung im
Zyklus beobachten, die zu allen Zeiten zwei ausgepra¨gte Maxima im Zellzyklus aufweist.
Sinkt die maximale Aufnahmerate jedoch sta¨rker ab, so zum Beispiel zwischen 90 und
120 h auf 50%, ist ein Moduswechsel zu beobachten. Die Periodenla¨nge entspricht nun
dem Modus 13 statt zuvor dem Modus 12. Die Glucoseaufnahme der Tochterzellen ist
durch diese Wahl der kinetischen Parameter so stark reduziert, daß die Generationszeit
der Tochterzellen sich auf das dreifache der Mutterzellen verla¨ngert. Zwischen den Para-
Tabelle 5.4: Modellparameter der in Bild 5.7 und Bild 5.10 gezeigten Simulationen
Parameter
Numerisches Verfahren FV phys. Zyklusvariable s. Kap. 2.4.4.2 Mod. B
Stu¨tzstellen 40 Masse m0,D / m0,Di 10,12 ·10−12g
Diﬀusion σ 0.001 h−1 Randbedingung s. Kap. 2.3
Phasen 3 Anfangsverteilung cosinusfo¨rmig
gen. Alter g 0 / 2 Stoﬀwechselmodell s. Kap. A.1
Tochterklassen 1 / 3 Reaktormodell s. Kap. A.2
Verdu¨nnungsrate D 0.1 h−1
Substrat cG0, cG,R 20, 20 g l
−1
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Bild 5.7: Simulation von Periodenla¨nge und gelo¨stem Sauerstoﬀ in Abha¨ngigkeit der maximalen
Glucoseaufnahmerate rIG,max in der Tochterzellphase. Die Aufnahmerate wird alle 30h variiert; die
minimale Masse der Tochterzellen betra¨gt m0,D = 10 ·10−12g
metern fu¨r die beiden Modi existiert ein Grenzbereich bei einer maximalen Aufnahmerate
von etwa 60%. Hier tritt im beobachteten Zeitraum keine periodische Lo¨sung auf. Zusa¨tz-
lich sinkt die Amplitude des Verlaufes der Gelo¨st-Sauerstoﬀkonzentration stark ab. Der
reduzierte maximale Sauerstoﬀbedarf ist auf eine geringere Synchronita¨t der einzelnen
Teilpopulationen zuru¨ckzufu¨hren. Dies besta¨tigt ebenfalls der Verlauf der Zellzahl in Bild
5.8 (oben). Die Darstellung entha¨lt ebenfalls den Sprossungsindex und den nach der Po-
pulationsbilanz maximal mo¨gliche Sprossungsindex einer Population im Modus 12 und 13.
Der maximal mo¨gliche Sprossungsindex wird in Modus 12 nahezu erreicht, wa¨hrend dieser
in Modus 13 etwas geringer ausfa¨llt. Das Minimum des Sprossungsindex liegt im Modus
13 ebenfalls etwas oberhalb der theoretisch zula¨ssigen 0%-Grenze. Die Betrachtung von
Periodenla¨nge und Sprossungsindex zeigt insgesamt eine recht gute U¨bereinstimmung mit
der aus der Populationsbilanz abgeleiteten Vorhersage.
Die Zahl der in einer Periode sprossenden Zellen sinkt mit dem Moduswechsel ab, wobei
die mittlere Zellzahl der gesamten Population leicht steigt. Mit Hilfe des Modells ist es
mo¨glich, aus der Zahl der sprossenden Zellen die minimale und maximale Zellzahl der Po-
pulation zu berechnen. Die Abscha¨tzung basiert dabei auf der Annahme einer vollsta¨ndig
synchronen Kultur. Im diesem Fall kommt es bei der Sprossung zu einer sprunghaften
Erho¨hung der Zellzahl. Anschließend nimmt die Zellzahl aufgrund der Auswaschung ex-
ponentiell ab, bis es wieder zur Sprossung kommt. Der in Bild 5.8 (oben) dargestell-
te berechnete Verlauf der Zellzahl liegt innerhalb der berechneten Grenzen. Die fu¨r die
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Bild 5.8: Zellzahl, Sprossungsindex und Generationszeit sowie die normierte Zellbilanz e−DaT,D +
e−DaT,D != 1 wa¨hrend der Simulation entsprechend Bild 5.7. Zum Vergleich sind die aus der Popula-
tionsbilanz stammenden theoretischen Werte in die Diagramme eingetragen. Die Symbole im unteren
Diagramm kennzeichnen die mittleren Generationszeiten und die hieraus gebildete normierte Bilanz
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Bild 5.9: Rate der sich teilenden Zellen u(t, 1) am Ende des Zellzyklus, Sprossungsindex sowie die
Generationszeit im Bereich zwischen 70 und 120h der in Bild 5.7 gezeigten Simulation. Die durch
Symbole gekennzeichnete mittlere Generationszeit ist durch das mit u(t, 1) gewichtete Integral u¨ber
jeweils eine Periode berechenbar
vollsta¨ndig synchrone Kultur berechneten Grenzen werden jedoch zu keiner Zeit erreicht.
Die in der Simulation vorliegende Population ist oﬀensichtlich nur na¨hrungsweise durch
eine vollsta¨ndig synchrone Verteilung beschreibbar.
Bild 5.8 (unten) zeigt die in der Simulation berechnete Generationszeit der Tochter- und
der Mutterzellen. Die Generationszeiten der Zellen einer Teilpopulation, das heißt einer
Gruppe von Zellen mit gleichen genealogischen und Zellzykluseigenschaften, sind nicht
konstant. Durch den beschriebenen Synchronisationsmechanismus sinkt die Generations-
zeit der Zellen im Verlauf der Sprossung der Teilpopulation. Mit dem Beginn der Sprossung
aktivieren die Zellen die eingelagerten Speicherstoﬀe. Wird hierdurch die respiratorische
Kapazita¨t u¨berschritten, so bilden die Zellen Ethanol. Neben dem eigentlichen Substrat
haben die Zellen in der Einzelphase dann die Mo¨glichkeit, auch Ethanol aufzunehmen.
Sie beno¨tigen daher teilweise eine deutlich ku¨rzere Zeit, um die zur Teilung notwendige
Gro¨ße zu erreichen. Da die Generationszeit der Zellen nicht konstant ist, kommt es bei
der in Bild 5.8 (unten) gezeigten Berechnung der normierten Zellbilanz der stationa¨ren
Kultur zu gro¨ßeren Abweichungen. Betrachtet man hingegen die mittleren Generationszei-
ten der Teilpopulationen des dynamischen Modells, zeigt sich eine gute U¨bereinstimmung
mit den aus der Populationsbilanz abgeleiteten theoretischen Generationszeiten; zudem
stimmt die normierte Zellbilanz in beiden Fa¨llen u¨berein. In Bild 5.9 ist hierzu im Bereich
zwischen 70 und 120 h der zeitliche Verlauf der Teilungsrate, sowie die Generationszeit der
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Bild 5.10: Simulation von Periodenla¨nge und gelo¨stem Sauerstoﬀ bei Variation der maximalen Gluco-
seaufnahmerate rIG,max in der Tochterzellphase. Die Aufnahmerate wird alle 30h variiert; die Masse
der drei Tochterzellklassen betra¨gt zuna¨chst m0,D0 = 10 ·10−12g, m0,D1 = 12 ·10−12g und m0,D2 =
12 ·10−12g. Nach 150h verringert sich die Masse aller Tochterklassen auf m0,D = 10 ·10−12g
Tochterzellen dargestellt. Das Maximum der Teilungsrate bestimmt den Mittelwert der
Generationszeit. Im Minimum des Verlaufes der Generationszeit teilen sich dagegen nur
wenige Zellen. Der Verlauf der mittleren Generationszeit gibt die Generationszeiten der
Zellklassen oﬀensichtlich gut wieder. Dies wird durch den Moduswechsel zwischen 90 und
100 h von Modus 12 zu Modus 13 dokumentiert. Die exemplarisch durchgefu¨hrte Simu-
lationsrechnung zeigt, daß die aus der Populationsbilanz abgeleiteten Eigenschaften gut
zur Charakterisierung der synchronen Kultur geeignet sind. Die Annahme ganzzahliger
Verha¨ltnisse zwischen den Generationszeiten und der Periodenla¨nge stellt eine brauchbare
Approximation dar, die zum Versta¨ndnis der Vorga¨nge in der synchronen Kultur beitra¨gt.
5.4.2 Modi des Mehr-Klassen-Modells
Die Analyse der stationa¨ren Kultur deutet bei einigen der von Beuse (1998) durchgefu¨hr-
ten Experimente auf eine Klassenstruktur hin, in der es notwendig ist, mehr als nur
zwei Klassen zu unterscheiden. Aus diesem Grunde ist eine Erweiterung des dynamischen
Modells entsprechend der in Kapitel 2.3 vorgestellten genealogischen Klasseneinteilung
durchgefu¨hrt worden. Das Modell erlaubt es beispielsweise, die unterschiedliche, mit dem
genealogischen Alter ansteigende Gro¨ße der Zellen zu beru¨cksichtigen (siehe Abschnitt
2.4.3). Die genealogische Struktur ist in Bild 2.21 D angegeben. Hierbei kommt wiederum
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das im Anhang angegebene Stoﬀwechsel- und Reaktormodell zu Einsatz. Eine Zusam-
menfassung der Modellstruktur beﬁndet sich in Tabelle 5.4.
Im folgenden wird das stationa¨re Verhalten einer Klassenstruktur mit zwei Mutterklassen
sowie drei Tochterklassen untersucht. Die Sproßzellen der Tochterklassen (P0) weisen eine
Masse von m0,D0 = 10 ·10−12g auf, die kleiner als die Massen m0,D1 = m0,D2 = 12 ·10−12g
der Mutterklassen ist. Bild 5.10 zeigt den Verlauf einer Simulation mit einem Wechsel
der maximalen Glucoseaufnahmerate rIG,max in der Tochterzellphase (aller Klassen). Fu¨r
hohe Wachstumsraten ist eine dem Modus 12 entsprechende Periodenla¨nge zu beobach-
ten. Dies entspricht auch der Verteilungsdichtefunktion in den einzelnen Klassen. Eine
sta¨rkere Absenkung der Aufnahmerate ab t = 90 h fu¨hrt hier nicht auf Modus 13. Die
Verteilungsdichtefunktion zeigt, daß nur in der Klasse D0 der ju¨ngsten Tochterzellen eine
dritte Teilpopulation hinzukommt. Die auftretende Periodenla¨nge entspricht na¨herungs-
weise der fu¨r den Modus 123 des Drei-Klassen-Modells. Nach t = 150 h wird auch die
Masse der Sproßzellen aller Klassen auf 10 ·10−12g abgesenkt. Eine erneute Verringerung
der Aufnahmerate ab t = 180 h fu¨hrt nun auf den Modus 13. Sowohl das U¨bergangs-
verhalten, als auch der stationa¨re Zustand des Mehr-Klassen-Modells entspricht hier den
Ergebnissen des einfachen Phasenmodells im vorangegangenen Abschnitt.
Bild 5.11 gibt Aufschluß u¨ber weitere Variablen des Populationsmodells in der Simulati-
on. Der im Bild oben angegebene Sprossungsindex ist hier auf die Zellzahl der jeweiligen
Klasse bezogen. Zum Vergleich sind die aus der Populationsbilanz abgeleiteten maximalen
Werte des Sprossungsindex fu¨r die Modi 12, 123 und 13 angegeben. Wie die Sprossungs-
indizes der Mutterzellklassen P1 und P2 erkennen lassen, beﬁnden sich zeitweise nahezu
alle Zellen dieser Klassen in der Sprossungsphase. Die Moduszahl der Mutterklassen be-
tra¨gt daher wa¨hrend der gesamten Simulation I1 = I2 = 1. Der Sprossungsindex der
Tochterzellklasse P0 liegt fu¨r t < 90 h und von 120 bis 180h zwischen den maximalen
Werten fu¨r die Modi 123 und 12. Das heißt, in diesen Abschnitten der Simulation be-
tragen die Moduszahlen J0 = J1 = 2. Zwischen 90 und 120 h sowie ab 180 h sinkt der
berechnete Sprossungsindex gegenu¨ber den Modus 12 charakterisierenden Verha¨ltnissen
ab. Im ersten Abschnitt deutet der Verlauf auf den Modus 123, wa¨hrend sich spa¨ter der
Modus 13 einstellt.
Des weiteren ist die Zahl der sprossenden Zellen in den Klassen P0 bis P2 angegeben.
Auch hier ist zusa¨tzlich das aus der Populationsbilanz berechnete theoretische Verha¨lt-
nis zwischen den einzelnen Klassen angegeben. In der ersten Phase der Simulation (bis
t = 150 h) weisen die Tochterzellklassen eine unterschiedliche Masse auf. In diesem Ab-
schnitt sind fu¨r den Modus 12 leichte Abweichungen der berechneten Zellzahl von der
theoretischen Vorhersage fu¨r die Klassen P0 und P2 zu beobachten; wa¨hrend fu¨r den
Modus 123 dagegen eine gute U¨bereinstimmung vorliegt. Nach der Symmetrierung des
Systems (ab t = 150 h) ist sowohl fu¨r den Modus 12 als auch fu¨r den Modus 13 eine gute
U¨bereinstimmung vorhanden.
Die Betrachtung der Generationszeiten der Tochter- und Mutterzellen zeigt keine konstan-
ten Werte fu¨r die Zellen einer Teilpopulation. Dies entspricht dem oben gezeigten Ergebnis
mit dem einfachen Zwei-Klassen-Modell. Betrachtet man die mittleren Generationszeiten,
so ist eine gute U¨bereinstimmung mit den durch das Modus-Modell vorhergesagten Zeiten
festzustellen. Die Diﬀerenz zwischen der La¨nge der Einzelzellphase der Klassen D0 auf
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Bild 5.11: Zellzahl, Sprossungsindex und Generationszeit wa¨hrend der Simulation aus Bild 5.10.
Zum Vergleich sind die theoretischen Werte des stationa¨ren Mehr-Klassen-Modells in die Diagramme
eingetragen. Die Symbole kennzeichnen die mittleren Generationszeiten
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der einen und D1 bzw. D2 auf der anderen Seite entsprechen, wie aus Bild 5.11 (unten)
hervorgeht, dem Anstieg der Generationszeit der Tochterzellen von Modus 12 auf Modus
13.
Die Ergebnisse lassen folgendes erkennen: Die unter vorgenannten Voraussetzungen ab-
geleiteten Eigenschaften der Periodenla¨nge sind auch bei der dynamischen Simulation
erkennbar. Es scheinen Bedingungen zu existieren, bei denen die Verha¨ltnisse zwischen
den Generationszeiten ohne Synchronisierung erfu¨llt sind (natu¨rliche Bedingungen). Tre-
ten Abweichungen von diesen Bedingungen auf, so wird die periodische Lo¨sung durch die
Wirkung der Synchronisationsmechanismen erreicht. Immer dann, wenn eine Synchronisa-
tion notwendig ist, sind teilweise Abweichungen von der theoretischen Periodenla¨nge infol-
ge variierender Generationszeiten innerhalb einer Teilpopulation erkennbar. Bei gro¨ßeren
Abweichungen von den natu¨rlichen Bedingungen ist jedoch eine ausgeglichene Populati-
onsbilanz nur durch einen Moduswechsel zu erreichen. Die Bilanzgleichungen erleichtern
das Versta¨ndnis der Eigenschaften der synchronen Kultur, obwohl die zugrunde liegenden
Annahmen nicht vollsta¨ndig erfu¨llt sind. Dies betriﬀt im wesentlichen die Homogenita¨t
sowie Unteilbarkeit der Teilpopulationen.
5.4.3 Experimente
Aus den von Bellgardt (1994a) formulierten Annahmen leiten sich vorgenannte Eigen-
schaften einer aus Mutter- und Tochterzellen bestehenden synchronen Kultur ab. Zur
U¨berpru¨fung fu¨hrte Beuse (1998) eine Reihe von Experimenten durch. An Hand des dyna-
mischen Modells sollen die in kontinuierlicher Kultur beobachteten periodischen Lo¨sungen
untersucht werden. Fu¨hrt eine Parametera¨nderungen zum Moduswechsel, so ist dies auf
eine starke A¨nderung der Wachstumsbedingungen der einzelnen Klassen zuru¨ckzufu¨hren.
In der oben genannten Arbeit weist Beuse auf eine Vielzahl dieser Einﬂußgro¨ßen hin, die
einen Moduswechsel verursachen ko¨nnen. Es sind dies die Verdu¨nnungsrate, die Gelo¨st-
Sauerstoﬀkonzentration, der pH-Wert oder auch die Qualita¨t der Substratquelle. Die
Verdu¨nnungsrate hat unter den genannten eine besondere Stellung: Sie ist in den Bi-
lanzgleichungen enthalten und hat daher stets einen Einﬂuß auf die Periodenla¨nge. Eine
Variation der Verdu¨nnungsrate kann zusa¨tzlich auch einen Moduswechsel verursachen.
Eine A¨nderung der nicht in der Bilanzgleichung explizit beru¨cksichtigten Parameter, wie
zum Beispiel der Gelo¨st-Sauerstoﬀkonzentration, des pH-Wert haben dagegen nur dann
einen Einﬂuß auf die Periodenla¨nge, wenn diese einen Moduswechsel zur Folge hat.
Der Moduswechsel ist nur dann durch das Modell beschreibbar, wenn bekannt ist, in
welcher Weise diese Parameter die Wachstumsbedingungen der einzelnen Klassen beein-
ﬂussen. Vorstehende Ausfu¨hrungen lassen erkennen, daß eine ausreichende Verschlechte-
rung der Wachstumsbedingungen einer Klasse auch zum Moduswechsel fu¨hren kann. Der
Einﬂuß der genannten Prozeßparameter auf den Stoﬀwechsel der Zellklassen ist jedoch
zumeist nicht bekannt. Eine Ausnahme stellt auch hier die Verdu¨nnungsrate dar: Ab-
schnitt 2.4.3 entha¨lt die Generationszeiten der asynchronen Kultur in Abha¨ngigkeit von
der Verdu¨nnungsrate. Die anderen Prozeßparameter bleiben im folgenden außer acht, um
keine Vermutungen u¨ber ihren quantitativen physiologischen Einﬂuß anstellen zu mu¨ssen.
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Bild 5.12: Periodenla¨nge und CO2-Gehalt im Abgas bei Variation der Verdu¨nnungsrate. Oben:
Experiment; unten: Simulation, die minimale Masse der Tochterzellen betra¨gt hier m0,D = 8 ·10−12g
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Bild 5.12 (oben) zeigt die Ergebnisse eines Experimentes zur Untersuchung des Einﬂus-
ses der Verdu¨nnungsrate auf die Periodenla¨nge der synchronen Kultur. Hierzu wurde
die Verdu¨nnungsrate ausgehend von D = 0.05 h−1 schrittweise um ∆D = 0.02 h−1 auf
D = 0.15 h−1 erho¨ht. Aufgetragen sind die Verla¨ufe der experimentell ermittelten sowie
der theoretischen Periodenla¨nge fu¨r die Modi 11, 112, 12 und 13. Die Periodenla¨nge deutet
zuna¨chst auf Modus 112 des Drei-Klassen-Modells hin (Bereiche I+II). Danach erfolgen
Modiwechsel von Modus 112 auf Modus 12, auf Modus 13 und zuru¨ck auf Modus 12. Die
in der unteren Graﬁk dargestellten Simulationsergebnisse sind mit Hilfe des in Bild 2.21
C dargestellten Zwei-Klassen-Modells entstanden. Die Struktur des verwendeten Modells
ist in Tabelle 5.5 zusammengefaßt. Obwohl die Prozeßparameter denen im Experiment
entsprechen, ist das Modell nicht in der Lage, die Modi des Drei-Klassen-Modells zu
berechnen. Die Kultur beﬁndet sich daher in der Simulation in den Bereichen I und II
im Modus 12. Verursacht durch den Wechsel auf die ho¨chste im Experiment gewa¨hlte
Verdu¨nnungsrate tritt ein Wechsel von Modus 12 auf Modus 13 auf (Bereich VI). Dabei
zeigen Modell und Experiment ein qualitativ a¨hnliches Verhalten. Mit anderen Worten,
in beiden Fa¨llen ist ein Moduswechsel infolge einer vera¨nderten Verdu¨nnungsrate beob-
achtbar.
Bild 5.13 zeigt die Generationszeiten von Mutter- und Tochterzellen sowie die Zellver-
teilung fu¨r die drei angegebenen Zeitpunkte. Die Generationszeiten einer Teilpopulation
sind, wie auch bei den vorangegangenen Simulationsbeispielen, nicht konstant. Die mitt-
lere Generationszeit weist in dem hier betrachteten Beispiel keine eindeutige Tendenz zu
den theoretischen Werten des Zwei-Klassen-Modells auf. Anhand der Anzahl der Maxima
der Verteilungsdichtefunktion in Bild 5.13 (unten) ist es jedoch mo¨glich, den Wechsel von
Modus 12 zu Modus 13 abzulesen. Die Zellverteilung zwischen den einzelnen Phasen ist
unstetig, da aufgrund der Normierung in jeder Phase eine andere Wachstumsgeschwin-
digkeit q vorliegt. Zu Beginn der Einzelzellphase ﬁndet zudem eine Addition der Flu¨sse
aus Mutter- und Tochterzellklasse statt (vergleiche Bild 2.21 C).
Fu¨r eine bessere Anpassung des Modells an die Realita¨t sind weitere Informationen u¨ber
die tatsa¨chlichen Zusammenha¨nge im Verlauf des Zellzyklus notwendig. Beispielsweise
wa¨re ein Vergleich der berechneten Zellverteilungen mit gemessenen Verlaufen wu¨nschens-
wert. Eine zeitlich hohe Auﬂo¨sung derartiger Verteilungen wu¨rde es erlauben, das Wachs-
Tabelle 5.5: Modellparameter der in Bild 5.12 gezeigten Simulation
Parameter
Numerisches Verfahren FV phys. Zyklusvariable s. Kap. 2.4.4.2 Mod. B
Stu¨tzstellen 40 Masse m0,D 8 ·10−12g
Diﬀusion σ 0.001 h−1 Randbedingung s. Kap. 2.3
Phasen 3 Anfangsverteilung cosinusfo¨rmig
gen. Alter g 0 Stoﬀwechselmodell s. Kap. A.1
Tochterklassen 1 Reaktormodell s. Kap. A.2
Verdu¨nnungsrate D 0–0.15 h−1
Substrat cG0 , cG,R 20, 20 g l
−1
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tums und die Synchronisation der Zellpopulation zu beobachten. Die von Beuse (1998)
identiﬁzierten, den Wachstumsmodus beeintra¨chtigenden Parameter ko¨nnen nur dann in
das Modell aufgenommen werden, wenn deren Einﬂuß auf die unterschiedlichen Zellklas-
sen und -phasen bekannt ist. Ohne dieses Wissen muß die Analyse der synchronen Kultur
auf die qualitativen Eigenschaften des Wachstumsmodus beschra¨nkt bleiben.
Kapitel 6
Diskussion
Bei dem Versuch Stoﬀﬂu¨sse im Bioreaktor zu bestimmen wird ha¨uﬁg u¨bersehen, daß die
auftretenden Stoﬀumsa¨tze nicht von einer großen Zahl gleicher Zellen erbracht werden.
Vielmehr besteht eine Kultur aus einer Vielzahl von Zellen mit sehr unterschiedlichen
Eigenschaften. Dies wird deutlich, wenn man beispielsweise die Oszillation der Prozeß-
parameter in Anschluß an eine Synchronisation der Zellen bezu¨glich ihres Zellzyklus
betrachtet. Bei steigenden qualitativen Anspru¨chen an die Bilanzierung der Stoﬀﬂu¨sse
du¨rfen Parameter wie das genealogische Alter und der Zyklus nicht unberu¨cksichtigt blei-
ben. Zum besseren Versta¨ndnis dieser Vorga¨nge und auch zur Prozeßfu¨hrung ist es daher
wu¨nschenswert, den Zellzyklus und die Populationsstruktur in die dynamischen Wachs-
tumsmodelle aufzunehmen. Es ist dabei nicht ausreichend, ein kinetisches Modell um ein
schwingfa¨higes System von zellinternen Speicherstoﬀen zu erweitern, wie beispielsweise
von Heinzle et al. (1983) angegeben. Auch das von Jones und Kompala (1999) vorge-
stellte kybernetische Modell beschreibt nur die asynchrone Kultur in zufriedenstellender
Weise. Die Periodenla¨nge der synchronen Kultur muß bei derartigen Modellen fu¨r jeden
Arbeitspunkt neu kalibriert werden, da das Modell den ursa¨chlich fu¨r die Periodizita¨t
verantwortlichen Zellzyklus nicht entha¨lt.
Das bislang detaillierteste Modell des Zellzyklus wurde von Stra¨ssle (1988) vorgestellt.
Es beschreibt die synchrone und die asynchrone Kultur. Der Zellzyklus ist explizit durch
eine partielle Diﬀerentialgleichung im Modell enthalten. Es stellt eine konsequente Weiter-
entwicklung fru¨herer kinetischer Modelle dar (Bellgardt, 1984; Sonnleitner und Ka¨ppeli,
1986). Anstatt das biochemische Stoﬀwechselnetz zu erweitern, wurde große Aufmerksam-
keit dem Zellzyklus gewidmet. Die folgenden Abschnitte diskutieren die in dieser Arbeit
erzielten Fortschritte gegenu¨ber dem in Stra¨ssle (1988) enthaltenen Modell.
6.1 Numerik
In dem von Stra¨ssle (1988) vorgestellten Modell ist bedingt durch die numerische Diﬀu-
sion des gewa¨hlten Verfahrens zur Diskretisierung des Zellzyklus stets ein systematischer
Fehler bei der Berechnung der Zellverteilung enthalten. Die berechnete Lo¨sung gleicht
eher einer partiellen Diﬀerentialgleichung zweiter Ordnung mit Diﬀusionsterm als der
175
176 6.1 Numerik
gewu¨nschten partiellen Diﬀerentialgleichung erster Ordnung. Die Diﬀusion fu¨hrt dabei zu
einer Desynchronisation der Zellverteilung. Aus diesem Grund ist das Verfahren nur be-
dingt zur Analyse der Synchronisation geeignet. Beeinﬂußt wird die Diﬀusion durch die
Zahl der Stu¨tzstellen und nicht durch einen explizit in den Modellgleichungen enthaltenen
unabha¨ngigen Diﬀusionsterm. Auch die fu¨r die synchrone periodische Kultur vorgestellte
Zellbilanz basiert auf den Modellgleichungen ohne Diﬀusion. All diese Faktoren fu¨hren zu
dem Wunsch, andere numerische Verfahren einzusetzen, die keine Diﬀusion aufweisen.
Zur Lo¨sung der den Zellzyklus beschreibenden Diﬀerentialgleichungen sind daher in Ab-
schnitt 3.1 drei numerische Verfahren untersucht worden. Hierbei handelt es sich um das
auch von Stra¨ssle (1988) verwendetet Verfahren der Finiten Diﬀerenzen (FD). Alternati-
ven hierzu stellen die Finite Volumenmethode (FV) sowie das Charakteristikenverfahren
dar. Letzteres bietet den Vorteil einer exakten Lo¨sung an den Stu¨tzstellen. In diesem
Fall tritt innerhalb eines Zellzyklus keine numerische Diﬀusion auf. Eine Interpolation
zwischen den Stu¨tzstellen ist jedoch immer dann erforderlich, wenn mehrere Zellﬂu¨sse
addiert werden mu¨ssen oder infolge einer starken Synchronisation der Zellen. Durch die
Synchronisation der Zellen kommt es zu großen Lu¨cken zwischen den Stu¨tzstellen, die
durch eine Neuordnung beseitigt werden mu¨ssen, um die integralen Gro¨ßen wie die Zell-
zahl bestimmen zu ko¨nnen.
Im Gegensatz zum Charakteristikenverfahren weist das FD-Verfahren, wie bereits er-
wa¨hnt, abha¨ngig von der Anzahl der Stu¨tzstellen eine starke numerische Diﬀusion auf.
Diese bewirkt eine Desynchronisierung und fu¨hrt daher auf eine asynchrone Verteilung der
Zellen. Das heißt im Fall einer zu lo¨senden partiellen Diﬀerentialgleichung erster Ordnung,
die beispielsweise den Zellzyklus beschreibt, weicht die numerische Approximation deutlich
von der exakten Lo¨sung ab.
Das dritte, na¨mlich das FV-Verfahren, stellt einen Kompromiß zwischen der Gu¨te der
numerischen Lo¨sung einerseits und der Handhabbarkeit des Modell andererseits dar. Der
gro¨ßere Interpolationsradius des in Abschnitt 3.1.2.2 vorgestellten FV-Verfahrens bedingt
jedoch im Vergleich zum FD-Verfahren eine geringere numerische Stabilita¨t. Dies gilt
insbesondere fu¨r steile Gradienten in der Verteilungsfunktion.
Das FD- und das FV-Verfahren lassen sich gut in die Standardprogramme zur Lo¨sung
gewo¨hnlicher Diﬀerentialgleichungen integrieren. Die hierfu¨r notwendigen Routinen sind
im Rahmen der Arbeit entstanden. Fu¨r das gewo¨hnliche Charakteristikenverfahren ist
dies mit etwas gro¨ßerem Aufwand ebenfalls mo¨glich. Die bei diesem Verfahren sinnvolle
zeitlich umgekehrte Berechnung der Charakteristik gelingt jedoch nicht. Fu¨r eine Lo¨sung
unabha¨ngig von bestehenden Programmteilen sollte diese Variante in Betracht gezogen
werden, da sie insbesondere fu¨r partielle Diﬀerentialgleichungen erster Ordnung Vorteile
aufweist. Aufgrund der starken Kopplung von Modellteilen mit konzentrierten und ver-
teilten Parametern wurde hier jedoch eine Variante gewa¨hlt, die auf Standardprogrammen
aufsetzt.
Ein zusa¨tzlich eingefu¨hrter Diﬀusionsterm ermo¨glicht es, statistische Abweichungen zwi-
schen der Wachstumsrate einzelner Zellen zu beru¨cksichtigen. Im Gegensatz zu der un-
erwu¨nschten numerischen Diﬀusion stellt dieser Term eine Erweiterung der Modellglei-
chung dar und keine fehlerhafte Approximation. Mit Hilfe dieses Termes ist es unter den
in Abschnitt 3.1.3 dargestellten Bedingungen mo¨glich, statistische Eﬀekte in der Kultur
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zu beschreiben. Die vorgestellten Methoden erlauben auch die Verwendung einer echten
statistischen Teilungsfunktion. Der ho¨here numerische Aufwand ist allerdings erst dann
gerechtfertigt, wenn umfangreichere Messungen der Zellverteilung im Experiment vorlie-
gen.
Die Normierung des Zellzyklus auf feste Intervallgrenzen erleichtert die Implementierung
des Zellzyklusmodells. Dies hat zur Folge, daß beispielsweise bei einer Vergro¨ßerung der
Masse der Tochterzellen diese nicht mehr am Anfang des Intervalls sondern auch an jedem
beliebigen Punkt in der Mitte des Intervalls zuﬂießen kann. An der Zuﬂußstelle entsteht
dabei eine Unstetigkeit in der Zellverteilung. Stellt dies fu¨r das FD-Verfahren kein Pro-
blem dar, so entstehen aufgrund des gro¨ßeren Interpolationsradius des FV-Verfahrens
hier numerische Instabilita¨ten. Aus diesem Grund ﬁnden sich in Kapitel 2.2 neben den
Modellgleichungen auch Abschnitte, die eine Variation der Intervallgrenzen betrachten.
Ziel hierbei ist es, die Intervallgrenzen so anzupassen, daß der Zuﬂuß stets am Beginn
des Intervalls erfolgt. Die beiden vorgestellten Verfahren weisen jedoch auch Nachteile
auf: Bei Verwendung der festen Intervallgrenzen muß gewa¨hrleistet sein, daß die Masse
der zuﬂießenden Zellen sich stets im Intervall beﬁndet. Fu¨r die an den Zuﬂuß angepaßten
Intervallgrenzen ist dagegen die A¨nderungsgeschwindigkeit der zuﬂießenden Zellmasse be-
grenzt, sollen keine Zellen verloren gehen. Die vorliegende Arbeit bietet fu¨r dieses Problem
keine endgu¨ltige Lo¨sung an. Es hat sich gezeigt, daß eine Synchronisation der Zellen in
der kontinuierlichen Kultur auch fu¨r feste Zellmassen in allen Phasen auftritt. Fu¨r die-
sen Fall kann das FV-Verfahren ohne Einschra¨nkungen eingesetzt werden. Sollen jedoch
Vera¨nderungen der Zellmasse beschrieben werden, so ist dies nur unter Beachtung der
Randbedingungen mo¨glich.
Die zeitliche Abha¨ngigkeit der Zellmasse des Zuﬂusses hat auch Auswirkungen auf die Auf-
teilung des Zellzyklus in einzelne Phasen. Besonders fu¨r a¨ltere Zellklassen wird beschrie-
ben, daß die Zellen sehr bald nach der Teilung wieder mit der Sprossung beginnen. Bereits
kleinere Variationen der Zellmasse ko¨nnen in diesem Fall bei einer ohnehin sehr verku¨rzten
Einzelzellphase dazu fu¨hren, daß die Zellmasse des Zuﬂusses auch die maximale Zellmas-
se dieser Phase u¨bersteigt. A¨hnliches gilt fu¨r die Tochterzellen: Entstehen wa¨hrend einer
langen Sprossungsdauer relativ große Zellen, so mu¨ssen diese weiterhin die zusa¨tzliche
Tochterzellphase durchlaufen. Fu¨r hohe Wachstumsraten stellen Thompson und Wheals
(1980) aber nahezu gleiche Generationszeiten fu¨r Mutter- und Tochterzellen fest. Es ist
daher zu u¨berlegen, ob auf die zwar recht u¨bersichtliche Aufteilung in die einzelnen Phasen
verzichtet werden sollte.
6.2 Stoﬀwechselmodell
Aufgrund der Anforderungen, die sich durch die Verwendung von genetisch vera¨nderten
Organismen ergeben, sind Stoﬀwechselnetze fu¨r Katabolismus und Anabolismus erstellt
worden. Die Aufnahme der komplexen Stoﬀwechselnetze in das dynamische Modell war
jedoch fu¨r die im Rahmen der Arbeit behandelten Fragestellungen nicht notwendig. Dies
ist durch die bezu¨glich des Na¨hrstoﬀangebotes und des biologischen Stammes weitge-
hend konstanten Bedingungen in den Experimenten begru¨ndet. Daher war es mo¨glich,
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die Hauptstoﬀwechselwege durch die aus dem vollsta¨ndigen Stoﬀwechselnetz gewonnenen
Ertragskoeﬃzienten zu charakterisieren.
Des weiteren wurden die Eigenschaften des von Stra¨ssle (1988) angegebenen biologischen
Modells analysiert. Das Interesse lag dabei auf den von Zyklus bzw. Population abha¨ngi-
gen Parametern. Fu¨r die asynchrone Kultur liegen beispielsweise Messungen der Genera-
tionszeiten von Mutter- und Tochterzellen sowie der Dauer der Doppelzellphase vor. Die
Generationszeit einer Zelle ist in dem von Stra¨ssle (1988) angegebenen Modell nicht expli-
zit enthalten. Daher mußte das Modell zuna¨chst um das Zyklusalter erweitert werden. Die
Generationszeit der Zellen einer Klasse ergibt sich dann aus dem Zyklusalter zum Zeit-
punkt der Zellteilung, also am Ende des Zyklus. Der Vergleich der mit dem um die Gene-
rationszeiten erweiterten Modell von Stra¨ssle (1988) durchgefu¨hrten Simulationen und der
Meßergebnisse wies erhebliche Abweichungen auf. Dies betraf die Generationszeiten aber
auch die La¨nge der Sprossungsphase. Die durchgefu¨hrte Anpassung der Modellparameter
an die Messungen zeigte, daß sowohl mit einer Deﬁnition der Dauer der Sprossungsphase
als auch mit der Vorgabe der maximalen Zellmasse sich eine qualitative Verbesserung
der U¨bereinstimmung erzielen la¨ßt. Die Synchronisation der Kultur ist ebenfalls mit bei-
den Varianten mo¨glich. Wie bereits im Zusammenhang mit den numerischen Lo¨sungen
erwa¨hnt, verwenden die dynamischen Simulationen die Variante mit festen Intervallgren-
zen, das heißt einer starren Kopplung von Zellzyklus und Zellmasse. Zumindest in dem
fu¨r die synchronen Kulturen interessanten Bereich der Verdu¨nnungsraten erscheint diese
Annahme zula¨ssig (siehe Abschnitt 2.4.3).
Die Kopplung des Zellzyklus an die Umgebungsbedingungen geschieht, wie bei Stra¨ssle
(1988) u¨ber die Wachstumsrate. Wie in Abschnitt 2.2.3 gezeigt, ist die Angabe einer festen
Beziehung zwischen dem Substratangebot und der Generationszeit nur fu¨r Sonderfa¨lle,
wie z.B. fu¨r die asynchrone stationa¨re Kultur, zula¨ssig. Im allgemeinen Fall kann die
Generationszeit erst dann angegeben werden, wenn die Zelle die notwendige Gro¨ße erreicht
hat und sich teilt. Hierzu ist jedoch das Integral der Wachstumsrate u¨ber den gesamten
Zellzyklus zu beru¨cksichtigen. Es ist also auch nicht zula¨ssig, die Synchronisation mit
Hilfe einer derartigen Kopplung zwischen Substratangebot und Generationszeit, wie sie
bei Hjortso und Nielsen (1994) zu ﬁnden ist, zu erkla¨ren.
Die Synchronisation im dynamischen Modell entsteht vielmehr durch einen Wechsel der
Wachstumsrate zwischen der G1- und der S-Phase. Die in der ersten Phase angelegten
Speicherstoﬀe werden anschließend in der Sprossungsphase mobilisiert. Infolge der u¨ber-
schrittenen respiratorischen Kapazita¨t kommt es zu einer Produktion von Ethanol, das
wiederum dazu beitra¨gt, das Wachstum der Zellen in der G1-Phase zu beschleunigen.
Einem Teil dieser Zellen ist es auf diese Weise mo¨glich, ebenfalls die Sprossungsphase
zu erreichen. Die nichtlineare Kinetik zur Bestimmung der eingelagerten Speicherstoﬀe
(Stra¨ssle, 1988) spielt bei der Synchronisation jedoch keine Rolle. Sie bestimmt lediglich
die maximale Wachstumsrate bei der eine Synchronisation auftritt, da mit zunehmender
Glucoseaufnahmerate nicht mehr genu¨gend Speicherstoﬀe gebildet werden. Die Spros-
sung wird in der Simulation in der Regel von einer einzelnen Zellklasse initiiert. Durch
die beschriebene Synchronisation folgen mit einer zeitlichen Verzo¨gerung die anderen Zell-
klassen. Die Experimente von Bartling (1996) enthalten ebenfalls diese Verschiebung der
einsetzenden Sprossung. Der Anstieg des Sprossungsindex der Tochterzellen erfolgt dort
etwa 40min nach dem der Mutterzellen. Das vorgestellte Modell der periodischen syn-
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chronen Kultur ist demnach geeignet, auch diesen realita¨tsnahen Fall zu behandeln. Das
Beispiel fu¨hrt daru¨ber hinaus die Notwendigkeit von morphologischen Meßwerten zur Va-
lidierung des Zellzyklusmodells vor Augen.
6.3 Zellbilanz fu¨r synchrones Wachstum
Gegenu¨ber einer synchronisierten Batchkultur hat eine kontinuierliche synchrone Kultur
den Vorteil, daß sie u¨ber mehrere Zellzyklen periodisches Verhalten aufweist. Mit Hilfe der
Zellbilanz gibt Bellgardt (1994a) Eigenschaften dieser periodischen Lo¨sung an: Abha¨ngig
vom Verha¨ltnis der Generationszeiten besteht ein linearer Zusammenhang zwischen Pe-
riodenla¨nge und Verdopplungszeit. Das heißt, bei einer festen Verdopplungszeit ist fu¨r
jeden Wachstumsmodus genau eine Periodenla¨nge vorgeschrieben. Fu¨r diese U¨berlegun-
gen muß allerdings gefordert werden, daß die Generationszeiten ganzzahligen Vielfachen
der Periodenla¨nge entsprechen. Dabei werden lediglich zwei Zellklassen, na¨mlich Tochter-
und Mutterzellen unterschieden.
Basierend auf diesem Modell wurde im Rahmen der Arbeit ein Katalog von Versuchen
erarbeitet, mit dem Ziel, die Gu¨ltigkeit der getroﬀenen Annahmen und der gefundenen
Zusammenha¨nge zu pru¨fen. Von besonderem Interesse war dabei die Abha¨ngigkeit der
Periodenla¨nge der synchronen Kultur von der Verdu¨nnungsrate und von weiteren Para-
metern, die nicht explizit im Modell enthalten sind (z.B. dem Sauerstoﬀangebot). Parallel
zu der Erstellung des dynamischen Modells sind von Beuse (1998) zahlreiche Experimen-
te mit synchronen Kulturen durchgefu¨hrt worden. Die entstandene Versuchsreihe ist die
erste, die mit Kenntnis der besonderen Eigenschaften der synchronen periodischen Kultur
geplant wurde.
Generell wird der Verlauf synchroner Experimente durch eine theoretisch beliebig komple-
xe genealogische Struktur der Population beeinﬂußt. Aus diesem Grund erschien es sinn-
voll, die von Bellgardt (1994a) vorgestellte Bilanz fu¨r eine allgemeine Populationsstruktur
zu erweitern. Die Erfahrung mit der Meßreihe von Beuse (1998) zeigt, daß zumindest drei
Klassen mit unterschiedlichen Wachstumsverhalten auftreten ko¨nnen. Dies gilt insbeson-
dere fu¨r den Modus 112. Die Tochterzellen verhalten sich in diesem Fall nicht homogen;
abha¨ngig vom Alter ihrer Mu¨tter besitzen sie unterschiedliche Eigenschaften. Durch Ex-
perimente mit verschiedenen Verdu¨nnungsraten konnte die Annahme eines Modus des
Drei-Klassen-Modells besta¨tigt werden. Die in Bild 1.6 eingezeichneten Zwischenmodus-
linie entspricht Modus 112.
Abschnitt 3.2 entha¨lt die im Rahmen der Arbeit erstmalig abgeleitete erweiterte Zellbi-
lanz fu¨r die vorgestellte allgemeine genealogische Klassenstruktur. Es zeigt sich, obwohl
fu¨r Systeme mit mehreren Klassen weitere Wachstumsmodi und weitere Proportiona-
lita¨tsfaktoren hinzukommen, daß die lineare Abha¨ngigkeit zwischen Periodenla¨nge und
Verdopplungszeit bestehen bleibt. Voraussetzung fu¨r die periodische Lo¨sung ist, daß die
Zahl der Teilpopulationen jeder Zellklasse dem Verha¨ltnis aus Generationszeit und Pe-
riodenla¨nge, also der Moduszahl, entspricht. Fu¨r eine Zellklasse, deren Generationszeit
das Doppelte der Periodenla¨nge betra¨gt, sind demnach genau zwei Teilpopulationen not-
wendig, die sich phasenverschoben im Zellzyklus beﬁnden. Auf diese Weise gelangt nach
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jeder Periode genau eine der Teilpopulationen in die Sprossungsphase und beendet schließ-
lich den Zellzyklus. Die Unteilbarkeit der Teilpopulationen stellt dabei eine grundlegende
Voraussetzung dar.
Unter realen Bedingungen ist es allerdings denkbar, daß auch bei leichten Abweichungen
von den theoretischen Generationszeiten die Teilpopulationen nach der Teilung wieder zu
neuen Teilpopulation verschmelzen. Die Untersuchungen von Bartling (1996) und auch
der bei einigen synchronen Experimenten zu beobachtende Doppelpeak im Verlauf der
Abgaswerte deutet auf eine verzo¨gerte Sprossung in den einzelnen Zellklassen hin. Fu¨r
diesen Fall zeigt die in dieser Arbeit in Abschnitt 3.2.5 vorgestellte Sensitivita¨tsanalyse,
daß nur eine verha¨ltnisma¨ßig geringe Abweichung der Periodenla¨nge auftritt.
Von großer Bedeutung fu¨r die Beurteilung synchroner Experimente ist die Meßgenauigkeit
bei der Ermittlung der Verdu¨nnungsrate. Die Versuchsbedingungen machen es notwen-
dig, eine sehr geringe Verdu¨nnungsrate (Gro¨ßenordnung 0.05–0.1h−1) u¨ber einen langen
Zeitraum von einigen Wochen konstant zu halten. Die Experimente zeigen, daß eine Drift
der Verdu¨nnungsrate zu einer entsprechenden, langsamen Verschiebung der Periodenla¨nge
fu¨hren. Kurzzeitige Schwankungen ko¨nnen die Sprossung auslo¨sen und zu einem Verlust
der Periodizita¨t fu¨hren.
Die vorhandenen Messungen Zellzyklus relevanter Parameter beinhalten zumeist Zellzahl
oder Sprossungsindex der verschiedenen Zellklassen. Kapitel 4 tra¨gt dem Rechnung und
gibt die theoretische Zellzahl und den Sprossungsindex fu¨r die synchrone kontinuierliche
Kultur entsprechend dem erweiterten Mehr-Klassen-Modell an. Neben der Periodenla¨nge
bieten die beiden Parameter eine weitere Mo¨glichkeit, durch Vergleich mit den theoreti-
schen Werten auf den Wachstumsmodus der Kultur zu schließen. Daru¨ber hinaus stellt
diese Arbeit ein Verfahren vor, aus dem zeitlichen Verlauf des Sprossungsindex eine Ap-
proximation der Zellverteilung zu bestimmen. Die gewonnene Verteilung gibt einerseits
einen Anhaltspunkt fu¨r die als Ergebnis der dynamischen Modellrechnung zu erwartende
Verteilung, kann aber auch zur Deﬁnition eines Maßes fu¨r die erzielte Synchronisation
dienen.
Erga¨nzend zu dem in Bellgardt (1994a) vorgestellten Modell sind in dieser Arbeit Erweite-
rungen entstanden, die sich fu¨r die Anwendung in synchronen Experimenten als notwendig
erwiesen. Die Arbeit bietet dabei Erkla¨rungen fu¨r die Ursachen an, die zu einer Abwei-
chung von der Modellvorhersage fu¨hren. In diesem Zusammenhang wurde das Modell fu¨r
eine allgemeinere Populationsstruktur erweitert und die Sensitivita¨t der Parameter unter-
sucht. Einen großen Einﬂuß hat hierbei die Meßgenauigkeit der Verdu¨nnungsrate. Sta¨rker
als im Rahmen des gemeinsamen Projektes mo¨glich, werden fu¨r weitere Untersuchungen
Messungen der morphologischen Merkmale beno¨tigt. Ziel muß es hierbei sein, auch die
Zellverteilung genauer zu bestimmen. Steht lediglich der Sprossungsindex zur Verfu¨gung,
so bietet das hier vorgestellte Verfahren zumindest die Mo¨glichkeit, die Zellverteilung
abzuscha¨tzen.
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6.4 Anwendung des dynamischen Modells
Zur U¨berpru¨fung der von Bellgardt (1994a) postulierten ganzzahligen Vielfachen zwi-
schen den Generationszeiten und der Periodenla¨nge der synchronen Kultur kann das von
Stra¨ssle (1988) konzipierte Modell nicht herangezogen werden. Zwar ist der Zellzyklus und
auch die asymmetrische Teilung enthalten, aber aufgrund der gemeinsamen Einzel- und
Doppelzellphase sind die Zellklassen nicht sauber zu trennen. Daher wurde das Modell
um eine klare Populationsstruktur erweitert und die numerische Lo¨sung, wie bereits oben
erwa¨hnt, u¨berarbeitet.
Das implementierte Modell ist in der Lage, eine beliebige genealogische Klassenstruktur
zu berechnen. Das hier verwendete Populationsmodell entspricht dabei dem auch schon
fu¨r die Zellbilanz in der periodischen synchronen Kultur verwendeten. Die Masse der
Mutterzellanteile an der sprossenden Zelle sind in allen Klassen frei wa¨hlbar. Daten fu¨r
die Gro¨ße der Zellen in Abha¨ngigkeit ihres Alter werden beispielsweise in Woldringh et al.
(1993) angegeben. Weiterhin war es durch die Klassenstruktur des dynamischen Modells
mo¨glich, zum Beispiel das dort angegebene synchrone Batch-Experiment nachzuvollziehen
(siehe Abschnitt 5.1).
Erstmalig konnten mit Hilfe des erstellten dynamischen Wachstumsmodells die stabilen
Oszillationen im Experiment, die periodische Lo¨sung des dynamischen Modells und die
aus der Populationsbilanz gewonnenen Ergebnissen verglichen werden. Letztere geben
nur u¨ber gewisse Eigenschaften der periodischen Lo¨sung Auskunft. Nicht enthalten sind
Informationen u¨ber die Synchronisation oder die transienten Prozesse infolge einer Pa-
rametera¨nderung. Auch welcher Wachstumsmodus sich einstellt, kann nicht vorhergesagt
werden. Gelten die getroﬀenen Annahmen, so sind die abgeleiteten Eigenschaften sowohl
fu¨r das Experiment als auch fu¨r die dynamische Simulation verbindlich, sobald sich die
synchrone periodische Lo¨sung einstellt.
Sowohl Experiment als auch die mit dem vollsta¨ndigen Modell durchgefu¨hrten dynami-
schen Simulationen folgen der theoretisch vorgeschriebenen Periodenla¨nge. Teilweise zei-
gen sich jedoch auch leichte Abweichungen. In Bezug auf die Experimente ist schwer zu
entscheiden, ob die beobachteten Abweichungen auf fehlerhaften Messungen oder aber ei-
ner Verletzung der eingangs getroﬀenen Annahmen beruhen. Aufschluß u¨ber die Vorga¨nge
in der synchronen Kultur wu¨rde letztendlich nur die Messung der Zellverteilung bringen.
Ein starkes Indiz fu¨r die zumindest bedingte Gu¨ltigkeit des vereinfachten Modells liefern
Experimente, bei denen u¨ber verschiedene Prozeßparameter die Umgebungsbedingungen
beeinﬂußt werden. Die Periodenla¨nge in der synchronen Kultur ist dabei lediglich von der
Verdu¨nnungsrate und dem durch den Wachstumsmodus gekennzeichneten Zustand der
Population abha¨ngig. Fu¨r die Gu¨ltigkeit des vereinfachten Modells sprechen die folgenden
Beobachtungen:
1. Tra¨gt man die Periodenla¨nge u¨ber der Verdopplungszeit auf, so liegen die Meßwerte
wie vorhergesagt auf Geraden mit verschiedener Steigung (Beuse et al., 1998).
2. Tritt durch vera¨nderte Umgebungsbedingungen eine starke Verschiebung der Kon-
kurrenzsituation zwischen den Zellklassen auf, so kommt es zu einem Wechsel des
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Wachstumsmodus. Hierbei gilt, kleine Abweichungen eines Parameters haben keine
Wirkung, a¨ndert sich der Parameter weiter, so kann es zu einem plo¨tzlichen Modus-
wechsel kommen. Beispiele fu¨r Umgebungsparameter, die einen derartigen Einﬂuß
ausu¨ben, sind der pH-Wert, die Sauerstoﬀversorgung oder die verwendete C-Quelle
(Beuse et al., 1999). Nach einer A¨nderung der betreﬀenden Parameter stellt sich
innerhalb kurzer Zeit die neue Periodenla¨nge ein. Ein Moduswechsel ist auch bei
einer Variation der Verdu¨nnungsrate zu beobachten.
Durch die im Rahmen der Arbeit erfolgte Erweiterung des dynamischen Wachstumsmo-
dells sind die aus der Zellbilanz abgeleiteten Eigenschaften nun auch in der Simulation
der synchronen kontinuierlichen Kultur erkennbar. Es zeigt sich allerdings auch, daß die
getroﬀene Annahme unteilbarer Teilpopulationen mit gleichen Eigenschaften nicht immer
erfu¨llt ist: Im Verlauf der Teilung ist, bedingt durch den Mechanismus der Synchronisati-
on im Modell, ein starker Abfall der Generationszeit zu beobachten. Dennoch stellt unter
den getroﬀenen Annahmen die Zellbilanz ein nu¨tzliches Hilfsmittel zum Versta¨ndnis der
Vorga¨nge in der synchronen Kultur dar.
U¨ber die Simulation der periodischen Vorga¨nge hinaus gelingt es, mit dem Modell auch
die transienten Vorga¨nge, wie Initiierung der synchronen Kultur oder den Moduswechsel
zu beschreiben. A¨hnlich wie in den von Beuse (1998) beschriebenen Experimenten stellt
sich auch in der Simulation mit dem Start der kontinuierlichen Kultur im Anschluß an die
Batch-Phase innerhalb weniger Perioden eine synchrone periodische Kultur ein. Gleiches
gilt fu¨r den Moduswechsel.
6.5 Zusammenfassung und Ausblick
Diese Arbeit entha¨lt somit ein dynamisches Modell des Zellzyklus, das sehr ﬂexibel dessen
Eigenschaften beschreibt. Es erlaubt zudem eine Aufteilung der Kultur in genealogische
Klassen. Die Synchronisation entsteht durch die Kombination von einer substratabha¨ngi-
gen Zyklusphase und einer weitgehend substratunabha¨ngigen Zyklusphase. Synchrone
Kulturen zeigen, daß die Beru¨cksichtigung des Zellzyklus notwendig ist, wenn man die
internen Stoﬀwechselwege der Zelle untersuchen will, da im Verlauf des Zellzyklus ver-
schiedene biologische Phasen existieren. Die Analyse der asynchronen Kultur erlaubt es
hingegen, lediglich mittlere Eigenschaften zu beobachten. Ein Ziel der Untersuchungen
war es, die Zusammenha¨nge in der synchronen periodischen Kultur besser zu verstehen.
Dies ist beispielsweise fu¨r die von Bellgardt (1994a) angegebenen Eigenschaften bereits
mit diesem biologisch recht einfachen dynamischen Modell mo¨glich. Die quantitative Be-
schreibung der des Stoﬀwechsels in Abha¨ngigkeit des Zellzyklus erfordert jedoch noch
weitere Kenntnis der biologischen Eigenschaften. Von zentraler Bedeutung ist hierbei die
Bestimmung der Populationsstruktur mit Hilfe der morphologischen Parameter der Zel-
len. Bei einigen der oben erwa¨hnten Experimente von Beuse (1998) wurden die Anteile
der sprossenden und der Einzelzellen der Zellklassen bestimmt. Derartige Messungen las-
sen sich verwenden, um die Zellverteilung zu bestimmen, wie in Kapitel 4 gezeigt werden
konnte. Weitere Erkenntnisse u¨ber die Vorga¨nge bei Synchronisation, Desynchronisation
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und wa¨hrend der Oszillationen sowie eine Besta¨tigung der Wachstumsmodi erfordern je-
doch die automatische Auswertung gro¨ßerer Datenmengen. Hier ko¨nnen Bildverarbeitung
oder Zell-Counter zur Bestimmung der Volumenverteilung und anderer morphologischer
Merkmale hilfreich sein.
Im Anschluß ist es mo¨glich, den Stoﬀwechsel in Abha¨ngigkeit des Zellzyklus zu unter-
suchen. Einen ersten Schritt stellen erweiterte Online-Meßtechniken dar. Beuse (1998)
erprobte den Einsatz von Biosensoren kombiniert mit einem Fließinjektionssystem. Wei-
tere Mo¨glichkeiten stellen Markierungsexperimente und intrazellula¨re Analytik dar. Erst
mit dieser erweiterten Analytik gewinnt auch das Stoﬀwechselmodell an Bedeutung. Kapi-
tel 2.4 stellt hierzu bereits eine quantitative Abscha¨tzung des Einﬂusses von Zusa¨tzen zum
Substrat in der Na¨hrlo¨sung vor. Will man die synchrone kontinuierliche Kultur verwenden,
so wird man stets Hefeextrakt oder a¨hnliche Zusa¨tze beno¨tigen. Beuse (1998) zeigt, daß
nur bei einem ausreichend hohen Ertrag mit der Existenz stabiler Oszillationen zu rech-
nen ist. Das vorliegende Modell entha¨lt lediglich die prinzipiellen Stoﬀwechselwege. Sobald
Online-Messungen vorhanden sind, erscheint es sinnvoll, auch das Stoﬀwechselmodell an-
zupassen bzw. zu erweitern. Die Stoﬀwechselwege ko¨nnten hier beispielsweise um die Dy-
namik ihrer Schlu¨sselenzyme erga¨nzt werden, wie dies beispielsweise Jones und Kompala
(1999) vorstellen.
Von besonderer Bedeutung ist die Messung der Zellverteilung im Verlauf der synchronen
Kultur. Die zur Zeit im Modell enthaltenen Mechanismen zur Regulation des Zellzyklus
stellen nur eine qualitative Vorstellung der Vorga¨nge dar. Sie basieren zum Teil auf In-
formationen, die mit Hilfe von asynchronen Kulturen gewonnen wurden. Hier sind mit
erweiterter Meßtechnik fu¨r das Versta¨ndnis der synchronen Kultur Fortschritte zu erwar-
ten. Die synchrone Kultur stellt dann ein geeignetes Werkzeug dar, die Alterung einer
Zelle zu beobachten. Besonders nu¨tzlich ist dies beispielsweise zur Beurteilung des phy-
siologischen Verhaltens von genetisch vera¨nderten Organismen.
Anhang A
Modellgleichungen
A.1 Kinetisches Modell
Die Regulation der Aktivita¨t der Stoﬀwechselwege ist in Abschnitt 2.4.2 beschrieben. Das
Stoﬀwechselmodell ist hierbei im wesentlichen an dem von Stra¨ssle (1988) vorgestellten
orientiert. Die genealogischen Klassen unterscheiden sich dabei nicht durch das Stoﬀwech-
selmodell, sondern durch nur durch ihre Gro¨ße (siehe Bild 2.24).
Die prinzipiellen Stoﬀwechselpfade zeigt Bild A.1. Als Hauptkohlenstoﬀquellen dienen
Glucose und der Speicherstoﬀ Trehalose. Diese werden je nach vorhandener respiratori-
scher Kapazita¨t zu CO2 oxidiert oder in Form von Ethanol ausgeschieden. Wird die zur
Verfu¨gung stehende respiratorische Kapazita¨t nicht vollsta¨ndig beno¨tigt, so besteht die
Mo¨glichkeit auch Ethanol aufzunehmen. Die respiratorische Kapazita¨t ist dabei im Modell
ausschließlich vom Sauerstoﬀangebot abha¨ngig. Es gilt der Zusammenhang
rG,krit(t) =
1
YOG
rO,krit(t) = − 1
YOG
rO,max
cO,l(t)
KO + cO,l(t)
. (A.1)
Glucose stellt in der Einzel- und Doppelzellphase das bevorzugte Substrat dar. In der
Doppelzellphase werden hingegen die zellinternen Trehalosespeicher zuna¨chst verbraucht.
Fu¨r die Glucoseaufnahme ist daher die Fallunterscheidung
rG(t, p) =


−rG,max cG(t)
KS + cG(t)
Tochter- und Einzelzellphase
(−rG,max − rT (t, p)) cG(t)
KS + cG(t)
Doppelzellphase
(A.2)
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Ethanol
Trehalose
Biomasse
Glucose
CO2
O2
rG
rG,max
rE
rT
rGlyk
rG,red
YOG
YOE
- ---
-YCGO
-YOG
-YXGO
-YXGR
YCE2
rG,ox
rO,krit
Ethanol
Biomasse
CO2
O2
rE
-YCE1
-YOE
-YXE
rO,krit
r -(-Y r )O,krit GO G,ox
Bild A.1: Vereinfachtes Modell der Stoﬀwechselwege in S. cerevisiae. Flu¨sse in Za¨hlpfeilrichtung
werden positiv gewertet. Oben: Aufnahme von Glucose als Substrat. Unten: Sobald die respiratorische
Kapazita¨t es zula¨ßt, wird zusa¨tzlich zum oben dargestellten Glucoseﬂuß auch Ethanol aufgenommen
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notwendig. Dies gilt ebenso fu¨r die Beschreibung des Speicherstoﬀhaushaltes entsprechend
rT (t, p) =


0 Tochterzellphase
1
2
eKT,inh rG(t)
(
rT,max
rT,0
− rG(t)
−
√
(
rT,max
rT,0
− rG(t))2 + 4 rT,max rG(t)
)
Einzelzellphase
−rG,max
cT (t,p)
M(t,p)
KT +
cT (t,p)
M(t,p)
Doppelzellphase.
(A.3)
Die in der Einzelzellphase eingelagerte Trehalose erho¨ht spa¨ter die Wachstumsrate in der
Doppelzellphase.
Anschließend teilt die zur Verfu¨gung stehende respiratorische Kapazita¨t den Stoﬀwechsel
in oxidativen und fermentativen Stoﬀwechsel auf. Wie in Bild A.1 (oben) skizziert gelten
die Zusammenha¨nge
rGlyk(t, p) = rG(t, p) + rT (t, p) (A.4)
rG,ox(t, p) = max(rG,krit(t), rGlyk(t, p)) (A.5)
rG,red(t, p) = rGlyk(t, p)− rG,ox(t, p). (A.6)
Der fermentative Stoﬀwechsel fu¨hrt zu einer Ethanolproduktion, wa¨hrend eine u¨ber-
schu¨ssige respiratorische Kapazita¨t auch die Aufnahme von Ethanol erlaubt (Bild A.1
unten). Zusammengefaßt ergeben sich die Gleichungen
rE(t, p) =


− YOG
YOE
rG,red(t, p) fu¨r − rG,red(t, p) > 0
YOG
YOE
(rG,krit(t)− rG,ox(t, p)) cE(t)
KE + cE(t)
fu¨r rG,red(t, p) = 0.
(A.7)
Die Wachstumsrate ergibt sich aus der Summe der Biomasseproduktion in den aktiven
Stoﬀwechselwegen
µ(t, p) = −YXGO rG,ox(t, p)− YXGR rG,red(t, p) + max(−YXE rE(t, p), 0). (A.8)
Bedingt durch die in Bild A.1 gewa¨hlte Za¨hlpfeilrichtung weisen die zum Wachstum bei-
tragenden Reaktionen bei Substrataufnahme ein negatives Vorzeichen auf. Die folgende
Tabelle fu¨hrt die Parameter des Modells auf.
Ertragskoeﬃzienten Kinetische Parameter
YCE1 14.7 mmol g
−1 KE 0.01 g l−1
YCE2 21.9 mmol g
−1 KG 0.5 g l−1
YCGO 13.7 mmol g
−1 KO 0.001 mmol l−1
YOE 35.0 mmol g
−1 KT 0.2 g g−1
YOG 12.8 mmol g
−1 rG,max 3.5 g g−1h−1
YXE 0.72 g g
−1 rO,max 7.9 mmol g−1h−1
YXGO 0.49 g g
−1 KT,inh 0.5 g g−1h
YXGR 0.05 g g
−1 rT,max 0.4 g g−1h−1
rT,0 0.98 -
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A.2 Reaktormodell
Fu¨r die Inhaltstoﬀe in der Na¨hrlo¨sung ergeben sich die folgenden Gleichungen
d cG
dt
= (cG,R − cG(t))D +RG(t) cG(0) = cG,0 (A.9)
d cE
dt
= −cE(t)D +RE(t) cE(0) = cE,0 (A.10)
d cO
dt
= RO,g(t) +RO,l(t) cO(0) = cO,0 (A.11)
d cC
dt
= RC,g(t) +RC,l(t) cC(0) = cC,0. (A.12)
Hierbei ﬁnden Glucose (cG), Ethanol (cE) sowie Sauerstoﬀ (cO) und Kohlendioxid (cC)
Beru¨cksichtigung.
Die Gasphase wird durch die Molenbru¨che xO fu¨r Sauerstoﬀ und xC fu¨r Kohlendioxid
beschrieben. Unter der Annahme unvera¨nderlicher Temperatur und Druck der durch den
Reaktor stro¨menden Begasung gelten die Gleichungen
d xO
dt
=
(
V˙in
Vf
xO,in − V˙out(t)
Vf
xO(t)− RT
p
RO,g(t)
)
Vf
Vg
xO(0) = xO,in (A.13)
d xC
dt
=
(
V˙in
Vf
xC,in − V˙out(t)
Vf
xC(t)− RT
p
RC,g(t)
)
Vf
Vg
xC(0) = xC,in. (A.14)
Das Volumen der Begasungsluft a¨ndert sich durch die Aufnahme von Sauerstoﬀ und die
abgegebene Menge an Kohlendioxid im Reaktor. Fu¨r den Volumenstrom des Abgases gilt
daher unter der Annahme stationa¨rer Verha¨ltnisse die Gleichung
V˙out(t) =
1− xO,in − xC,in
1− xO(t)− xC(t) V˙in. (A.15)
Der Transfer von Sauerstoﬀ und Kohlendioxid in die Gasphase la¨ßt sich durch die Glei-
chungen
RO,g(t) = kla (c
′
O xO(t)− cO(t)) (A.16)
RC,g(t) = kla (c
′
C xC(t)− cC(t)) (A.17)
beschreiben (Bellgardt, 1984; Stra¨ssle, 1988). Der Transfer wird also durch die Diﬀerenz
der Konzentrationen in beiden Phasen verursacht.
Fu¨r den Massentransfer aus der Biophase in die Flu¨ssigphase ist dagegen die Aktivita¨t
der Biomasse verantwortlich. Zur Berechnung der Biomassekonzentration eines einfachen
kinetischen Modells kann die Gleichung
dM
dt
= (µ(t)−D(t))M(t) M(0) = M0 (A.18)
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herangezogen werden. Die Abha¨ngigkeit der Wachstumsrate µ und aller Reaktionsraten
vom Zellzyklus entfa¨llt, da das Modell den Zellzyklus nicht entha¨lt. Fu¨r die Reaktions-
rate rT gilt stets rT = 0. Der Massentransfer kann proportional zur Biomasse M und
der jeweiligen speziﬁschen Produktionsrate ri angenommen werden. Es gelten daher die
Zusammenha¨nge
RG(t) = rG(t)M(t) (A.19)
RE(t) = rE(t)M(t) (A.20)
RC(t) = (−YCGO rG,ox(t) + max(−YCE1 rE(t), YCE2 rE(t)) )M(t) (A.21)
RO(t) = (YOG rG,ox(t)−max(−YOE rE(t), 0) )M(t). (A.22)
Bei der Beschreibung des Wachstums durch das in Kapitel 2.2 vorgestellte Zellzyklus-
modell sind alle Reaktionsraten abha¨ngig von der Zellmassenverteilung M(t, p) und der
Zellzyklusvariablen p. Zur Bestimmung der Zellmassenverteilung M(t, p) wird lediglich die
Wachstumsrate µ(t, p) beno¨tigt. Die Stoﬀﬂuß in die Flu¨ssigphase ergibt sich nun durch
eine Integration. Ist der gesamte Zyklus hierbei auf das Intervall [0, 1] normiert, so gelten
die Gleichungen
RG(t) =
∫ 1
0
qG(t, p)M(t, p) dp (A.23)
RE(t) =
∫ 1
0
qE(t, p)M(t, p) dp (A.24)
RC(t) =
∫ 1
0
(−YCGO rG,ox(t, p) + max(−YCE1 rE(t, p), YCE2 rE(t, p)) )M(t, p) dp (A.25)
RO(t) =
∫ 1
0
(YOG rG,ox(t, p)−max(−YOE rE(t, p), 0) )M(t, p) dp. (A.26)
Die im Reaktormodell verwendeten Parameter sind in der folgenden Tabelle zusammen-
gestellt.
Prozeßparameter Physikalische Parameter
cG,R 20 g l
−1 c′O 1.0416 mmol l
−1
cG,0 20 g l
−1 c′C 27.2727 mmol l
−1
cE,0 0 g l
−1 xO,in 0.20946 -
cO,0 c
′
OxO,in mmol l
−1 xC,in 0.00033 -
cC,0 c
′
CxC,in mmol l
−1 RT
p
0.0224 l mmol−1
M0 0.2 g l
−1
V˙in 120.0 l l
−1
Vf 2 l
Vg
Vf
0.25 l l−1
kla 400 h−1
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